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Introduction générale

Contexte et motivation

Plusieurs cryptozoologues se retrouvent lors d’un congrés et discutent de leurs travaux
respectifs, leurs enquétes sur I'existence de créatures mythologiques, imaginaires ou simple-
ment disparues, basées sur le croisement de diverses sources, orales et écrites. Trois d’entre
eux étudient les espéces animales connues par tradition ou mémoire collective, notamment
sous forme de mythes et légendes. Le premier déclare qu’il croit dur comme fer & l’exis-
tence, passée ou présente, des licornes. Le second affirme qu’il ne croit que trés peu a leur
existence et le dernier qu’il n’y croit pas du tout.

Deux points sont a souligner, discutés tour a tour ci-dessous : la part subjective de leur

conviction et la nécessité de moduler leurs croyances par des degrés.

Subjectivité des croyances La composante subjective de la croyance est cruciale car
les croyances constituent une notion essentiellement non factuelle. Il n’existe aucune preuve
irréfutable de l'existence des licornes, la principale part d’influence sur les conviction des
cryptozoologues provient de leur perception des choses. Les biais internes qui contribuent
& modeler une description trés personnelle de la réalité sont fortement liés aux convictions
profondes de chacun : dans le cas des cryptozoologues, s’ils trouvent plusieurs témoignages
écrits de l'apparition d’'un ongulé muni d’une corne sur la téte, ils peuvent, selon leur
interprétation, considérer ces observations comme preuves supplémentaires de I’existence
des licornes ou douter de la crédibilité des témoins.

La croyance est un concept qui fait ’objet d’études dans plusieurs domaines, tant
en sciences cognitives, qu’en philosophie de 'esprit et épistémologie et en logique. D’un
point de vue cognitif, la croyance est un comportement essentiel pour l’étre humain :
le fait de croire permet de se faire une opinion et d’améliorer son propre comportement
social (Schwitzgebel, 2015).

D’un point de vue philosophique : le domaine de I’épistémologie étudie notamment tous
les aspects de la croyance, de son fonctionnement aux mécanismes de raisonnement qui lui

sont rattachés (Huber, 2016). Ce type de travaux est a mettre en relation avec les sciences
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cognitives, qui permettent ’étude empirique de la croyance. En adoptant ce point de vue
expérimental, il est possible d’observer les comportements liés aux croyances et de mettre
en lumiére les liens entre 'aspect théorique et ’aspect pratique des capacités humaines
concernant la croyance.

D’autre part, la modélisation théorique de la croyance passe par une formalisation
logique : elle permet de poser un cadre de définition et de raisonnement, respectant des
propriétés choisies et mettant en ceuvre les arguments philosophiques proposés en amont.
Dans ce cadre, la logique modale apporte un ensemble d’outils formels pour représenter et

raisonner sur des notions non factuelles comme la croyance (Hintikka, 1962).

Gradualité des croyances Lorsque les cryptozoologues expriment chacun leur tour leur
croyance en l'existence des licornes, ils attribuent explicitement & cette croyance un indi-
cateur visant & en moduler la valeur. Ainsi, les expressions linguistiques « dur comme fer »
et « trés peu » tempérent le niveau de croyance. Toutes les nuances possibles entre une
croyance trés faible et une croyance extrémement haute peuvent étre exprimées verbale-
ment. Nous parlons alors de pondération ou gradualisation de la croyance, formellement
représentée par exemple par une valeur numérique, le degré de croyance. La manipula-
tion de ces croyances pondérées nécessite d’étendre la logique modale afin d’en accroitre
I'expressivité et améliorer le réalisme du raisonnement ainsi modélisé.

Le pouvoir de représentation gagné par cet ajout de pondération est contre-balancé par
une nécessité de formaliser ces notions graduelles de fagon appropriée. En effet, s’il est aisé
d’exprimer des croyances partielles dans le langage naturel, le passage au cas numérique
n’est pas évident : les termes linguistiques qui permettent de moduler la croyance, comime
« croire dur comme fer » ou « croire trés peu », sont multiples et ne se combinent pas
naturellement. Il est donc nécessaire de proposer une structure arithmétique pour repré-
senter et combiner ces degrés, ainsi que d’examiner les conséquences qu’elle implique et
les propriétés qu’elle induit sur leur interprétation. Plusieurs types de structures ont été
proposées, basées par exemple sur les formalismes flou (Bou et al., 2009), possibiliste (Fa-
rinas del Cerro & Herzig, 1991; Dubois et al., 2012), ou encore probabiliste (Bacchus
et al., 1996).

Travaux de thése

Afin de traiter la problématique complexe qu’est la formalisation du raisonnement sur
des croyances pondérées, nous proposons de travailler sur deux plans : d’une part, dans le
cadre des logiques modales pondérées pour donner un point de vue général sur la fagon

dont il est possible d’introduire formellement un degré dans la notion de croyance; d’autre



part, dans le cadre particulier de la logique des croyances, dont nous voulons définir une
extension graduelle.

Ainsi, les travaux présentés dans cette thése sont organisés autour de cet axe. D’abord,
dans le cadre des logiques modales pondérées, nous proposons une étude comparative des
modeles existants, selon une classification croisée de leurs formalismes. Nous proposons
également une nouvelle sémantique pour linterprétation de formules modales pondérées
basée sur la sémantique des mondes possibles, qui repose sur un décompte relatif de mondes
validant une formule. Enfin, nous réalisons une étude approfondie des axiomes de la logique
modale pour les reconsidérer dans le cadre pondéré. Nous établissons un moyen de tenir
compte de la modalité pondérée et en étudions les conséquences en terme de correspondance
entre axiomes et modéles. De cette étude, nous dérivons une typologie des axiomes, distin-
guant quatre catégories selon les relations entre ’axiome pondéré, sa variante classique et
la correspondance avec les contraintes sur les cadres de Kripke associées.

D’un autre coté, pour le cas particulier des croyances graduelles, nous proposons un
modeéle qui repose sur une interprétation ensembliste des croyances graduelles et qui se
différencie de 'idée d’incertitude qui accompagne souvent 'interprétation des degrés de
croyance : dans le cadre formel de la théorie des sous-ensembles flous (Zadeh, 1965), nous
proposons de considérer I’ensemble de croyances comme un sous-ensemble flou de ’ensemble
des formules bien formées. Nous étudions les conséquences de ce choix d’interprétation,
notamment en analysant le comportement des propriétés du formalisme appliquées aux
degrés de croyance. Nous dégageons ainsi les propriétés propres au modéle proposé pour
représenter les croyances graduelles.

De plus, nous proposons un systéme axiomatique basé sur U'interprétation floue choisie.
D’une part, nous analysons le comportement des degrés vis-a-vis des connecteurs logiques,
ce qui permet de considérer les différentes manipulations et combinaisons de croyances
graduelles, autour des opérateurs de conjonction et de disjonction, ainsi que les consé-
quences formelles de I'application d’une négation & une croyance pondérée. D’autre part,
nous étudions I'extension des axiomes classiques de la logique doxastique dans le forma-
lisme flou : l'intégration d'un degré pour moduler les croyances modifie 'expressivité et
I'interprétabilité de ces axiomes et doit étre adaptée au choix d’interprétation.

Enfin, nous complétons ces travaux par des mises en ceuvre du modeéle sémantique pro-
posé dans un contexte pratique, pour le cas général et pour le cas doxastique. Le cas général
est implémenté dans un outil d’interprétation de formules. Ce dernier est muni d’une in-
terface graphique permettant de générer et d’afficher des modéles de Kripke contraints par
des paramétres définis par 'utilisateur et d’entrer des formules modales pondérées pour la
vérification. D’autre part, nous mettons en ceuvre la lecture doxastique de cette sémantique

dans le cadre d’un jeu de cartes coopératif & annonces publiques, dans lequel les joueurs
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ignorent les cartes composant leur main. Il s’agit, pour chaque joueur, de tenir compte
des annonces de ses coéquipiers pour deviner le contenu de sa main. L’utilisation de la

sémantique pondérée intervient dans la prise de décision quant aux cartes & jouer.

Organisation du manuscrit

Le manuscrit est organisé en trois parties, les deux premiéres présentent les travaux
théoriques et la derniére en présente les applications pratiques.

La premiére partie détaille les travaux sur les logiques modales pondérées du point de
vue général. Elle présente dans le chapitre 1 une étude comparative des modéles existants.
Elle décrit dans le chapitre 2 notre proposition de sémantique pour la modalité pondérée.
Elle en analyse les conséquences en terme d’axiomes modaux et ouvre la voie d’une théorie
de la correspondance dans le cadre pondéré, dans le chapitre 3.

La deuxiéme partie du manuscrit se concentre sur le cas de la logique doxastique. Elle
propose un état de ’art sur la représentation des croyances classiques et graduelles, dans
le chapitre 4, et présente, dans le chapitre 5, notre proposition de modélisation floue pour
des croyances graduelles, ainsi qu'une étude approfondie des propriétés de ce choix d’in-
terprétation. Le chapitre 6 décrit les possibilités de manipulation des croyances graduelles
autour des opérateurs logiques, qui découlent de I'interprétation choisie, avec une analyse
des axiomes doxastiques dans le contexte du formalisme flou pour les croyances graduelles.
Enfin, cette partie présente, dans le chapitre 7, une étude de ’application de la négation a
une croyance graduelle.

La troisiéme partie présente les applications pratiques qui mettent en ceuvre les travaux
théoriques décrits dans le manuscrit. D’une part, elle détaille 'implémentation de 1'outil
de vérification de formules modales pondérées et de génération de modéles de Kripke.
D’autre part, elle présente 'implémentation du jeu coopératif & annonces publiques dont
la résolution se base sur la sémantique que nous proposons pour la modalité pondérée.

Enfin, le manuscrit se termine par une conclusion générale et les perspectives de travail

ouvertes par thése.
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Introduction

Les logiques modales constituent une extension de la logique classique, permettant de
manipuler des éléments non factuels. En particulier, elles sont utilisées pour modéliser le
raisonnement dit épistémique, sur les croyances et le savoir (Hintikka, 1962).

Dans cette premiére partie, nous nous intéressons au cadre général dans lequel il est
possible d’étendre la logique modale au cas non binaire. En d’autres termes, nous proposons
d’étudier les logiques modales pondérées, sans nous restreindre a un cas particulier, donc,
par exemple, hors du cadre épistémique. Nous abordons ainsi tous les aspects de la logique
modale classique et en proposons une déclinaison qui correspond au cas de non-binarité
des notions représentées par la modalité.

Le premier chapitre de cette partie présente une étude compléte et approfondie des
modéles de logique modale pondérée existants. Nous proposons de les organiser selon deux
axes croisés, selon 'objet sur lequel porte la pondération dans la sémantique des mondes
possibles et selon la nature de cette pondération, qui dépend de la structure arithmétique
dans laquelle elle est interprétée. D’autres modéles, hors de ces catégories, sont également
présentés. Ils correspondent soit & des cas particuliers de pondération de la logique modale,
soit a des contextes d’application spécifiques.

Le deuxiéme chapitre présente la syntaxe et la sémantique que nous proposons pour
interpréter des formules comportant une modalité pondérée. Elle est basée sur un principe
de comptage relatif qui préserve la structure des mondes possibles classique. Nous en
étudions les conséquences en caractérisant la sémantique proposée pour en déterminer
les principales propriétés.

Dans le troisiéme chapitre, nous proposons une étude des axiomes modaux avec intégra-
tion de modalités pondérées : si I’on remplace chaque modalité classique par une modalité
pondérée, il est nécessaire de discuter et déterminer la valeur de chacun des poids, confor-
mément & ce que nous considérons comme une valeur pertinente, également définie dans
ce chapitre. Les conséquences de la pondération des axiomes sur leur correspondance sé-
mantique sont aussi examinées. Nous établissons une typologie qui permet d’organiser les

axiomes pondérés selon s’ils permettent de conserver la correspondance classique ou non.
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Chapitre 1

Etat de Part

I’enrichissement des logiques classiques par I'introduction de modalités permet de ma-
nipuler des notions non factuelles au-dela de la véracité des formules : par exemple, il est
possible d’exprimer « je crois que ¢ » ou « il est nécessaire que ¢ », indépendamment du
fait que ¢ soit vraie.

Les logiques modales augmentent ainsi I’expressivité de la logique classique en ajoutant
deux opérateurs : [ et . D’un point de vue sémantique, ceux-ci permettent de construire
des formules dont la valeur de vérité ne dépend donc pas seulement de leurs sous-formules.

Les logiques modales pondérées augmentent encore le pouvoir d’expression, en enrichis-
sant les deux opérateurs modaux avec des degrés, entiers ou réels, de type [, et Q. Etant
donné les multiples possibilités qu’offre 'ajout d’un tel poids, il existe une grande diversité
de logiques modales pondérées, dont ce chapitre propose de donner une vue d’ensemble.

Apreés avoir brievement rappelé le cadre général des logiques modales et introduit les
notations utilisées dans tout le manuscrit, il présente dans la section 1.2 les différents axes
que nous proposons et qui permettent de caractériser et comparer les différentes logiques
modales pondérées. Il les décrit ensuite successivement, en les distinguant d’abord selon
qu’elles préservent la sémantique des mondes possibles de Kripke, en section 1.3, et ou

u’elles en proposent une extension, en section 1.4.
)

1.1 Cadre général des logiques modales : quelques rappels et
notations

Cette section contient des rappels de logique modale, suivant les trois éléments d’un

systeme logique : syntaxe, sémantique et axiomes. Pour plus de détails, le lecteur peut par

exemple se rapporter aux ouvrages de Blackburn et al. (2001), Chellas (1980) ou la page
de 'Encyclopédie de Philosophie de Stanford (Garson, 2016).

9
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1.1.1 Syntaxe

Les logiques modales sont une extension de la logique propositionnelle. Leur syntaxe est
composée des quatre connecteurs classiques : « et » noté A, « ou » noté V, « non » noté —,
« implique » noté —, ainsi que d’un opérateur modal (I et son opérateur dual noté ¢ défini
comme ¢ = —=[—.

Le langage de la logique modale est défini ainsi, en utilisant une grammaire formelle

dont ’alphabet P est un ensemble de variables propositionnelles :

P == p,q,..
F = P
| FAF
| FVF
| -F
| F—=F
| OF
| oF

On appelle formule de logique modale toute formule appartenant & ce langage.

1.1.2 Sémantique des mondes possibles

1l existe plusieurs sémantiques pour interpréter les formules de logique modale. Nous

présentons ici la sémantique de Kripke (Kripke, 1963), ou sémantique des mondes possibles.

Modéles La sémantique des mondes possibles de la logique modale définit un modéle M
comme un triplet (W, R,s) : W, appelé l'univers, est un ensemble dont les éléments sont
appelés mondes possibles; R est une relation binaire d’accessibilité entre ces mondes (on
note wRw' si w' est accessible depuis w); s : W x P +— {0, 1} est une fonction de valuation
qui associe a une variable propositionnelle et un monde une valeur de vérité. Un tel modéle
est illustré sur la figure 1.1, représentant trois mondes par des rectangles, la relation R par
des fléches et donnant la valeur de vérité de deux variables p et ¢ pour chaque monde.

Le couple (W, R) est appelé cadre. Un modeéle M, triplet (W, R, s) peut étre noté comme
un couple (F,s) ot F est le cadre (W, R) et s la fonction de valuation.

Etant donné un cadre (W, R) et un monde w € W, on note R,, ’ensemble des mondes
accessibles depuis w :

Ry ={w' € W |wRuw'} (1.1)

Calcul de valeur de vérité La conséquence sémantique F est utilisée de maniére usuelle

dans ce document : « M, w F ¢ » est une extension de s qui signifie « dans le modéle M,
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o W ={wy,wa, w3}

o wi Rwo, wi Rws, wo Rws, w3 Rws
e s(wy,p) =1,s(wy,q) =0,
p."q > P.q s(wz,p) = 1,s(wa, q) = 0,
w2 \ S s(ws, p) = 0,5(ws,q) =1

FI1GURE 1.1 — Exemple de modéle dans la sémantique de Kripke

le monde w valide ¢ », ou « ¢ est vraie dans le monde w », selon le calcul de valeur de
vérité rappelé ci-dessous. On note M lorsqu’une formule est valide dans tous les mondes
de M. Nous utilisons également F ¢ pour dire que ¢ est une tautologie : elle est vraie quel
que soit le modéle M. Enfin, dans la notation, M est omis s’il n’y a pas d’ambiguité et
on s’autorise & écrire w F .

La valeur de vérité d’une formule modale ¢ dépend du monde dans lequel on se place
pour son interprétation. Si ¢ ne contient pas d’opérateur modal, on a M,w E ¢ si la
formule est vraie dans w d’aprés les régles de la logique classique. Pour l'interprétation de
la formule Oy, on a w F Uy si et seulement si ¢ est vraie dans tous les mondes accessibles

depuis w. Formellement :
MwEOp & VYo' eW, (v eR,= M,uwE ) (1.2)
Par dualité, I'interprétation de la modalité ¢ fait appel au quantificateur existentiel :

MwEQp & Juw' eW, (v e R, ' E ) (1.3)

Mondes validant On appelle « monde validant » (respectivement « monde invalidant » )
un monde qui valide (respectivement invalide) une formule considérée. Par exemple, un
monde w valide la formule Oy si tous ses mondes accessibles sont des mondes validants
pour la formule .

Dans la suite, nous utilisons la notation Ry (p) 'ensemble des mondes validant acces-

sibles depuis w, pour une formule donnée ¢ :

Ru(p) ={w' € Ry | M,uw' F ¢} (1.4)

1.1.3 Axiomatisation

11 existe plusieurs approches axiomatiques pour les logiques modales, la principale est
basée sur un systéme formel qui étend le calcul de Hilbert, d’autres étendent par exemple

le calcul des séquents (Poggiolesi, 2008). L’établissement d’axiomes modaux, ainsi que leur
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Nom Regle
Modus Ponens Food Fo
Fy
. e Fo
Neécessitation _I—Dga

TABLEAU 1.1 — Regles d’inférence de la logique modale (Van Benthem, 1984), la consé-

quence syntaxique F est utilisée classiquement.

Nom | Axiome

(K) | O(p 2> ¢) = (e = Oy)
(D) | Op = ¢

M) | Op— e

(4) | Op — O0p

(5) | Op — OOy

TABLEAU 1.2 — Principaux axiomes de la logique modale

exploitation, a fait 'objet de travaux a la fois logiques (voir par exemple Chellas (1980))
et philosophiques (Hintikka, 1962).

Le systéme normal de logique modale (voir par exemple Chellas (1980)) est un ensemble
d’axiomes et de régles permettant de construire des preuves. Ce systéme est constitué de
deux régles, le modus ponens et la nécessitation, données dans le tableau 1.1, et un axiome

modal qui s’ajoute & I’ensemble des axiomes de la logique propositionnelle classique :
(K) O(p = ¢) = (L = 0y)

Il existe une série d’autres axiomes modaux qui sont communément associés & des no-
tions logiques et philosophiques propres a la représentation de connaissances et de croyances
non factuelles, voir section 1.1.5 ci-dessous et section 4.2.1 p. 72 pour le cas doxastique.
Les principaux axiomes sont rappelés dans le tableau 1.2.

On peut ainsi effectuer un enchainement d’inférences, en appliquant successivement les
axiomes, et donc enrichir un ensemble de formules, dans un modéle de Kripke donné, sans

s'intéresser précisément a la fonction de valuation des formules.
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Nom | Axiome Propriété de la relation associée
(D) | Op — Op Sérialité : Yu, Jv uRv
(M) | Op — ¢ Reéflexivité : Vu, uRu
(4)
(5)

O¢ — O0¢ | Transitivité : Vu, v, w (uRv A vRw) = uRw

5 Op — O0¢ | Euclidianité : Yu,v,w (uRv A uRw) = vRw

TABLEAU 1.3 — Principales correspondances entre axiomes et propriétés de la relation

1.1.4 Théorie de la correspondance

La théorie de la correspondance s’intéresse & la mise en relation des approches séman-
tique et axiomatique. Elle permet de relier un systéme formel de preuves au cadre séman-
tique de validité des formules. Pour la sémantique des mondes possibles, elle a d’abord
été introduite par Sahlqvist (1975), puis établie par Van Benthem (1984), elle examine la
correspondance entre axiomes et propriétés de la relation d’accessibilité.

Ainsi, elle permet de fixer des contraintes sur la relation des modéles de Kripke, comme
la transitivité ou la symétrie. Les contraintes garantissent que les formules posées comme
axiomes soient vraies dans des cadres respectant ces conditions et réciproquement. Ces
axiomes sont donc acquis par la structure du modéle, plus précisément de par la relation
d’accessibilité et ses propriétés. Par exemple, on peut montrer que pour tout cadre F' =
(W, R) tel que R est sérielle, pour toute valuation s, (W, R, s) F Op — Q¢ (Van Benthem,
1984).

La correspondance s’écrit comme un ensemble d’assertions du type :
VF =(W,R) (Vs, ME Aziome) < R vérifie la propriété

Cette correspondance induit donc une équivalence entre axiome et propriété de la rela-
tion. Cela signifie que 'on a 'implication « contrainte sur R = axiome » et sa réciproque
« axiome = contrainte sur R »

Le tableau 1.3 résume les propriétés associées aux principaux axiomes présentés dans
le tableau 1.2 (cf Chellas (1980)).

On note 'absence de 'axiome (K) dans le tableau 1.3 : ce dernier n’est relié a aucune
propriété de la relation. En effet, cet axiome compose le systéme normal de logique modale,

il est valide quel que soit le cadre F' considéré.

1.1.5 Logiques aléthique, épistémique, doxastique, ...

Comme mentionné précédemment, la modalité peut exprimer différentes notions non

factuelles : la nécessité, le savoir, la croyance, etc. Cette notion représentée par la modalité



14 Chapitre 1. Etat de I’art

Nom | Axiome Propriété associée
(K) | O(¢ = ¢) — (Op — O¢) | Rationalité
(D) | Op — Op Cohérence
(M) | Op = ¢ Vérité
(4) | Dp — OOy Introspection positive
(5) | Op — OO Introspection négative
TABLEAU 1.4 — Principaux axiomes de la logique modale avec la notion qui leur est

associée, en logiques épistémique et doxastique

dépend directement des axiomes choisis : en effet, il est possible de ne sélectionner qu’une
partie des axiomes et ainsi former une axiomatique qui correspond a une logique modale
particuliére. Ainsi, la logique épistémique, ou Clp se lit comme « on sait que ¢ », et la
logique doxastique, ot Ly se lit comme « on croit que ¢ », sont deux systémes modaux
distincts dont 'axiomatique est différente : ’axiome (M) est présent dans la premiére mais
pas dans la seconde (Fagin et al., 2004).

En effet, chaque axiome peut étre interprété dans un cadre philosophique. Ainsi, (M)
est décrit comme un axiome de vérité qui impose, dans la lecture épistémique, « si 'agent
sait que g, alors @ est vraie ». Il peut ainsi étre interprété comme une infaillibilité du savoir

(voir la section 4.2.1, p. 72, pour plus de détails sur le cas doxastique).

1.2 Axes de comparaison des logiques modales pondérées

Les logiques modales rappelées dans la section précédente ont fait 'objet de diverses
extensions, nous considérons ici les logiques modales pondérées qui les enrichissent par
I'introduction d’un coefficient numérique, comme présenté dans les sections 1.3 et 1.4.
Syntaxiquement, ces modéles reposent sur des modalités [, et O, ol a est un nombre.
Un tableau synthétique et récapitulatif est donné en bilan de ce chapitre, p. 24.

Auparavant, cette section présente les trois axes de comparaison que nous proposons
afin de structurer ces modéles : le fait que la sémantique de Kripke soit préservée ou étendue,
la position de la pondération, sur les mondes ou sur la relation, et enfin la sémantique de

cette pondération, qui dépend du cadre arithmétique considéreé.

1.2.1 Préservation vs extension de la sémantique de Kripke

Deux cas de figure se posent quand il s’agit de l'interprétation des formules modales

pondérées : soit elle repose sur la sémantique classique des modalités, soit elle nécessite
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d’adapter cette sémantique.

Dans le premier cas, les formules modales sont interprétés selon la sémantique de Kripke,
rappelée en section 1.1, en utilisant la relation comme indicateur des mondes accessibles.
Dans le second cas, les formules modales font appel & d’autres éléments que la relation pour
leur interprétation. En particulier, le lien direct entre [J et la quantification universelle des
mondes accessibles n’est pas maintenu.

Un premier axe d’opposition apparait ici correspondant respectivement & la préservation
et a ’extension de la sémantique de Kripke. C’est ’axe principal que nous considérons, pour
comparer les formalismes existants de logiques modales pondérées, il induit la distinction

entre les sections 1.3 et 1.4.

1.2.2 Position de la pondération : monde vs relation

Lorsque le modéle de Kripke est étendu, il porte un ensemble de poids. Nous propo-
sons un nouvel axe d’opposition possible, concernant ’effet induit par le placement de la
pondération : celle-ci peut étre portée par la relation ou par les mondes possibles.

D’un coté, la pondération de la relation étend l'interprétation de la modalité pondérée
assez directement, en tenant compte de la nouvelle relation pondérée : R, remplace la
relation R classique pour interpréter une modalité [, plutot qu'une O classique. Elle remet
néanmoins en cause ’ensemble des propriétés imposées & la relation, de type sérialité ou
symétrie.

De 'autre co6té, une pondération fixée sur les mondes n’implique pas nécessairement
Iintroduction de modalités indexées par un ensemble de degrés. En effet, le lien entre le
poids porté par la modalité et celui porté par les mondes est moins direct.

Poser cette distinction comme nouvel axe de comparaison permet d’introduire une
autre problématique autour de la pondération : indépendamment de son interprétation
numérique discutée par la suite, se pose la question de I'expressivité que ’on peut lui
accorder en fonction de son placement dans la sémantique de Kripke.

En effet, deux visions de la modalité s’opposent selon que la pondération se trouve sur
les mondes ou sur la relation : on peut dire que les poids sur les mondes ont un effet global
sur l’accessibilité entre les mondes, alors que le positionnement des poids sur la relation
induit une influence locale de cette pondération, chaque accessibilité pondérée étant propre
au monde de référence.

On peut considérer que 'existence d'une distribution de poids sur les mondes implique
une idée de pondération globale : si un poids est associé & un monde, alors I’accessibilité
vers celui-ci est identique quel que soit le monde d’origine. En d’autres termes, étant donné

un monde w associé & un poids x, tout autre monde de ['univers qui a accés & w lui associe
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Ficure 1.2 — Croyance globale et locale dans la sémantique de Kripke

la méme valeur x. Ce principe est illustré sur le schéma de gauche de la figure 1.2 : il
enrichit le modéle de Kripke de la figure 1.1 par des degrés portés ici par les mondes.

Ainsi, comme indiqué sur l'illustration & gauche de la figure 1.2, le degré affecté au
monde w3 (de valeur 0.8) est identique pour les deux mondes de référence wy et wo.

Au contraire, une relation pondérée permet de moduler 'accessibilité en fonction du
monde d’origine. Si I’on considére maintenant deux mondes w et w’ qui ont pour successeur
un méme monde v mais avec une relation pondérée différente, alors chacun de ces mondes
associe & v une valeur qui lui est propre. On peut donc interpréter cette pondération comme
locale puisqu’elle dépend du monde de référence.

Le schéma a droite de la figure 1.2 illustre ce fait : le monde w3 n’est pas accessible au

méme degré depuis wy (de valeur 0.2), wp (de valeur 0.3) et lui-méme (de valeur 0.5).

1.2.3 Sémantique de la pondération

Une troisiéme caractéristique des modéles présentés qui permet de les comparer concerne
le sens donné & la pondération. En effet, selon la structure arithmétique sur laquelle les
poids sont basés, ceux-ci peuvent étre interprétés de différentes maniéres. Dans la suite,
nous considérons deux cadres particuliers : la théorie des sous-ensembles flous (Zadeh,
1965) et la théorie des possibilités (Zadeh, 1978).

La différence entre ces deux formalismes concernant le sens donné aux poids réside
dans l'interprétation de ces deux notions : les possibilités modélisent I'incertitude tandis
que le formalisme flou capture les imprécisions. Incertitude et imprécision sont deux notions
classiquement antagonistes (Bouchon-Meunier, 1993).

Lorsque les poids sont interprétés comme des valeurs floues, ils correspondent donc
a des valeurs imprécises. Ainsi, ils permettent de considérer des mondes plus ou moins
accessibles, plus ou moins possibles, etc. Cette imprécision dénote donc une modulation de
la notion associée.

Lorsque les poids sont interprétés comme des degrés de possibilité, ils correspondent
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a une mesure d’incertitude. Cela se différencie d’une imprécision de par le sens donné a
ce type de mesures : une mesure incertaine n’est pas liée a l'imprécision autour d’une
valeur mais a la véracité de la valeur que I’on lui attribue. En d’autres termes, ’incertitude

concerne le fait que la mesure prenne réellement cette valeur plutét que la valeur elle-méme.

Par exemple, dire qu'une personne « semble mesurer Im70 » illustre ’absence d’in-
formation sur la taille de cette personne, 'estimation proposée étant peu certaine. Au
contraire, 'imprécision indique que I'information est inexacte. On peut, par exemple, dire
qu’une personne « mesure environ 1m70 », ce qui induit que la taille évaluée est imprécise

mais révéle une approximation de son estimation.

1l est toutefois important d’indiquer que l'interprétation du degré peut étre indépen-
dante de ces deux formalismes : nous présentons, en section 1.4, un modéle dont les poids
sont liés & la non-représentativité des mondes possibles et ne sont vus ni comme des degrés

flous, ni comme des degrés de possibilités.

Enfin, le cadre arithmétique choisi joue également un réle dans la construction syn-
taxique de la logique modale pondérée : selon les relations entre les degrés, qui peuvent
étre définis de maniére ordinale ou cardinale, le systéme modal pondéré sous-jacent est
multi-modal avec ou sans relations inter-modalités, comme discuté dans les deux sections

suivantes.

1.3 Modéles basés sur la préservation de la sémantique de
Kripke

Comme indiqué dans la section précédente, nous opposons principalement les logiques
modales pondérées suivant qu’elle préservent ou étendent la sémantique des mondes pos-

sibles.

Dans la premiére catégorie présentée dans cette section, des poids sont intégrés au
modéle de Kripke, comme détaillé ci-dessous. L’interprétation classique des modalités est
cependant conservée : la modalité pondérée est définie en regard des mémes principes
de quantification universelle ou existentielle des mondes accessibles validant la formule
considérée (voir équations (1.2) et (1.3)). Néanmoins, ces modéles tiennent compte d’autres

définitions de ’accessibilité entre les mondes.

Cette section est organisée comme suit : les deux premiéres sous-sections présentent
une pondération possibiliste, respectivement sur les mondes et sur la relation, la troisiéme
présente un modéle de pondération floue sur la relation, la derniére sous-section décrit

d’autres types de pondération.
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1.3.1 Pondération possibiliste des mondes

Le modele proposé par Boutilier (1994) est basé sur une sémantique de Kripke enrichie
par une distribution de possibilités, notée 7, définie sur I’ensemble des mondes W : chaque
monde possible w € W est associé & un degré de possibilité 7(w).

Ce degré induit un ordre sur les mondes, la relation d’accessibilité est ensuite définie
en fonction de cet ordre : un monde plus possible qu'un autre est accessible depuis celui-ci.
Formellement :

wRw' & 7w(w) < m(w)

La figure 1.3 illustre un tel modéle de Kripke dans lequel les mondes sont pondérés, avec
Pordre induit : 7w(wy) < m(wg) < w(ws) et la relation définie & partir de cet ordre.

La sémantique des deux modalités (I et { est ensuite définie comme dans le cas clas-
sique, mais utilise cette relation d’accessibilité basée sur 7. L’intégration du poids influence
donc seulement la définition de la relation entre les mondes. Aussi, les modalités ne sont pas
pondérées. La formule modale Ty est donc interprétée classiquement mais avec la relation

d’ordre :

wEOp & Yuw' € Ry,w' Fp
< Yu' tel que m(w) < w(w'), w' E @

& est vraie dans tous les mondes au moins aussi possibles que w

Du fait de cette nouvelle interprétation, ce modéle a la particularité de dessiner une
organisation hiérarchique des mondes induite par la nouvelle relation d’accessibilité. En
effet, I'utilisation d’une relation d’ordre comme relation d’accessibilité permet d’introduire
I'idée qu’un monde se trouvant & une extrémité, c’est-a-dire qui n’a pas de successeur, est
plus possible que tous les autres

On peut également noter que cette relation est, par définition, nécessairement antisy-
meétrique, transitive et réflexive, ce qui est restrictif du point de vue de I'expressivité de la
modalité : celle-ci ne peut pas représenter n’importe quelle notion modale, cf. section 1.1.5,
page 13.

On peut noter que, réciproquement, une relation d’accessibilité entre des mondes per-
met d’induire une distribution de possibilités qualitatives sur les mondes.

Un autre modéle de pondération possibiliste des mondes est proposé par Dubois et al.
(2012). Il enrichit également les modeéles de Kripke & l'aide d’une distribution de possibi-
lités sur 'ensemble W, également notée 7 : les mondes sont & nouveau considérés comme
plus ou moins possibles. L’interprétation des formules repose cependant sur une extension
de 7 aux formules : elles définissent II(p) = maxy,ecw {m(w) M, w E ¢}. Ce modeéle per-
met essentiellement de généraliser la logique possibiliste et en propose une interprétation

épistémique.
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FIGURE 1.3 — Un modéle de Kripke pour une logique modale possibiliste qualitative, 7(u)

est donnée en rouge pour tout monde w et R est induite par l'ordre donné dans la définition

1.3.2 Pondération possibiliste de la relation

Le modele proposé par Farinas del Cerro et Herzig (1991) est aussi une extension
possibiliste de la sémantique de Kripke, mais dans laquelle la pondération est appliquée
a la relation : la distribution de possibilités est définie sur la relation, ce qui permet de
modéliser une incertitude sur ’accessibilité entre deux mondes.

La relation R associée a une possibilité de valeur a est notée R,. La relation entre
deux mondes est donc pondérée par un degré de possibilité. Etant donné deux mondes v
et w, l'expression wR,v désigne le fait que le monde v soit possiblement accessible, & un
degré «, depuis le monde w. Un tel modéle est illustré sur la figure 1.4.

Contrairement au modéle précédent, cette sémantique basée sur une relation pondérée
induit la construction de nouveaux opérateurs modaux. Chaque relation R, définit une

modalité [, et O, par dualité, suivant 'interprétation classique des formules modales :
Vae[0,1], wEOyp < Vo' (wRyuw' = w'FE ) (1.5)

Cette définition permet donc de considérer une infinité de modalités pondérées, chacune
engendrée par la relation pondérée par une valeur. Un systéme de logique multi-modale
est ainsi défini. On ne peut déterminer de relation de dépendance entre ces modalités, car
les relations indexées utilisées sont elles-mémes indépendantes : la théorie des possibilité
n’offre pas les outils nécessaires pour créer de telles dépendances.

On peut noter que ces indépendances entre R, pour des valeurs distinctes de alpha
impliquent que les propriétés topologiques de type symétrie, transitivité ou euclidianité
sont a considérer séparément pour chacune d’entre elles. Ainsi, sur I'exemple de la fi-
gure 1.4, existence des relations wi Rg swa et wa Ry 3ws peut conduire a s’interroger sur la
pondération portée par la relation entre wy et ws par transitivité entre les deux relations

récédemment mentionnées, alors que 'on a déja wy Rg.ows.
b ) q ]
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FiGURE 1.4 — Un modele de Kripke pour une logique modale possibiliste quantitative,

chaque relation pour une valeur est représentée dans une couleur donnée

1.3.3 Pondération floue de la relation

Le modele proposé par Bou et al. (2009) repose sur le méme principe de relation
pondérée que ci-dessus. Le cadre formel utilisé est cependant différent : les poids se placent
dans le contexte de la théorie des sous-ensembles flous (Zadeh, 1965).

Aussi ils représentent ici le degré d’imprécision de 'accessibilité et formalisent I'impor-
tance de l'accessibilité entre deux mondes. La pondération est donc un degré d’accessibilité
entre les mondes : la relation étant plus ou moins importante suivant la pondération qu’elle
porte. La figure 1.5 illustre la différence entre ce modéle et celui de Farinas del Cerro et
Herzig (1991) : la pondération est représentée par une différence sur I'épaisseur des fleches
et non une différence de couleur (figure 1.4).

En se basant sur des mondes plus ou moins accessibles, ’extension floue de la modalité
O, et par dualité Qn, est interprétée de la méme maniére que I'extension possibiliste, selon
Péquation (1.5), page 19. Toutefois, 'interprétation, passant d’incertitude a imprécision,
en est différente.

En particulier, il faut noter une différence cruciale concernant les dépendances des

relation pondérées R, dans le cas flou : elles vérifient une propriété essentielle d’inclusion :

Propriété d’inclusion

Ywy,wy € W,Va, 5 € [0,1], si @ > (3 alors wi Rows = w1 Rgws

Ainsi, la présence d’une relation au degré a indique, implicitement, la présence de toutes les
relations Rg pour S < « : les relations ne sont pas indépendantes les unes des autres, a la
différence du cas possibiliste. Cette propriété induit une gradualité qui a pour conséquence
une relation entre modalités, pour toute formule ¢ et pour tout modéle M = (W, R, s)

avecw € W
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Fi1GURE 1.5 — Un modele de Kripke pour une logique modale floue, le degré d’accessibilité

est représenté par un assombrissement progressif de la fleche

Propriété de gradualité

Va,B €[0,1], si a > B alors w E Oy = w = Ogy (1.6)

Ainsi, la logique modale pondérée obtenue est, elle aussi, une logique multi-modale
mais dont les modalités sont dépendantes les unes des autres. En effet, la relation R, est
indexée selon son degré, et contrairement a la relation utilisée dans I’équation (1.5), celle-ci
ne conduit pas & un modeéle multi-relationnel : chaque relation R, correspond & ’a- coupe

de la relation floue R et les relations R, ne sont pas indépendantes.

1.3.4 D’autres types de pondération

Il existe d’autres modéles pondérés, qui sortent des cadres arithmétiques précédents.
En particulier, Demolombe (2004) propose un modéle basé sur un ensemble de relations
indexées R,, avec une sémantique équivalente & celles présentées pour ’approche possi-
biliste et pour 'approche floue (équation (1.5), page 19) mais pour laquelle 'intégration
d’une notion d’agent plutét que dans la signification du degré est primordiale et priori-
taire sur U'interprétation du degré. Cette proposition est appliquée a la logique épistémique
multi-agents (Fagin et al., 2004).

Ce modele comporte un ensemble d’agents tel que pour chaque agent, il existe un
ensemble de relations pondérées { Ro|a € [0,1]}. On note R}’ la relation de degré o pour
I'agent m. Etant donné un monde w (le monde de référence) et un agent m, cette définition

tient compte de I’ensemble des mondes en relation avec w :

wkEOMA & Yo', wRI'vw =w'F A (1.7)
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1l existe également des logiques modales pondérées dédiées a des types de modalités
spécifiques. Ainsi, il existe aussi des logiques modales probabilistes, qui s’inscrivent dans le
cadre particulier d’interprétation proposé par la théorie des probabilités. Une comparaison
compléte de ces modeéles a été faite par Shirazi et Amir (2007). Au-dela de la logique modale
pondérée, de nombreux travaux ont été fait concernant 1’utilisation d’une probabilité pour
induire la non-binarité des notions modales.

Enfin, Thiele et Kalenka (1993) proposent une logique temporelle floue, basée sur des
concepts linguistiques permettant de nuancer les modalités. La logique temporelle considére
la validité des formules dans le temps, et s’'intéresse par exemple & des formules qui seront
vraies & toutes les dates futures () ou pour lesquelles il existe une date future a laquelle
elles seront vraies (Qp. Dans I'extension floue de cette logique modale, Thiele et Kalenka
(1993) proposent de distinguer la validité des formules dans un passé ou futur qui est soit
proche, soit lointain. Ce modéle n’est pas exposé ici car il est trop spécifique a la logique

temporelle.

1.4 Modéles basés sur des extensions de la sémantique de
Kripke

Les modeéles présentés dans la section précédente conservent l'interprétation classique
des formules modales, en utilisant une sémantique de Kripke enrichie, par exemple par
une relation d’accessibilité différente. Les modeéles présentés dans cette section proposent
d’autres définitions des modalités pondérées [, et O, associées a des poids dont les valeurs
sont basées sur la comparaison avec une quantité dérivée de la structure du modeéle de
Kripke. En particulier, 'un d’eux est fondé sur la somme de degrés associés aux mondes,
selon un cadre arithmétique différent des modéles présentés précédemment. Le nombre de
mondes accessibles peut également étre I'une de ces quantités dérivées sur lesquelles la
nouvelle sémantique se base.

Cette section présente les modéles qui étendent la sémantique de Kripke, elle est orga-
nisé en deux sous-sections : la premiére présente un modeéle basé sur ’exceptionnalité des

mondes, la seconde repose sur un décompte des mondes.

1.4.1 Degré d’exceptionnalité et mondes invalidants

Le modéle proposé par Laverny et Lang (2004; 2005) enrichit la sémantique de Kripke en
associant & chaque monde w une valeur d’exceptionnalité noté except(w), qui représente &

quel point ledit monde est différent, ou au contraire représentatif, de I’ensemble des mondes
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qui composent le modéle. Un degré d’exceptionnalité est ensuite étendu aux formules :
except(p) = min {except(w)|M,w E ¢}
weW
Une formule modale pondérée est ensuite interprétée de la maniére suivante :
MwEOyp < except(—p) > «

Cette définition tient compte de la représentativité des mondes invalidants : plus un
monde est exceptionnel, moins il est normal, c’est-a-dire qu’il n’est que peu représentatif de
I’ensemble des mondes. Ainsi [y est vraie si ¢ est fausse seulement dans des mondes trés
exceptionnels. Cette exceptionnalité est une borne supérieure pour la pondération affectée
a la modalité. Notons que I’on ne se place pas dans un monde de référence puisque le degré
d’exceptionnalité d’un monde est global et ne dépend d’aucun autre.

Deux propriétés découlant de cette définition sont a souligner, on peut les désigner par
les termes de généralité et gradualité. D’abord, la validité d'une formule modale ne dépend
pas du monde de référence considéré, elle est générale & I'ensemble des mondes composant
le modéle : M,w E Uy & M E Oyp.

De plus, par définition de I'inégalité utilisée pour U'interprétation de la modalité pon-
dérée, on retrouve une dépendance graduelle entre modalités pondérées, identique au cas

de la pondération floue de Bou et al. (2009), présentée dans l'équation (1.6), page 21.

1.4.2 Comptage de mondes invalidants

Un modéle basé sur un comptage des mondes a été proposé par Fine (1972), puis de
fagon indépendante par Fattorosi-Barnaba et De Caro (1985). Il a notamment été repris
par van der Hoek et Meyer (1992) puis exploité dans d’autres travaux (van der Hoek &
De Rijke, 1995; Pacuit & Salame, 2004). Ce modéle ne propose pas de modification de
la définition classique du modeéle de Kripke : il n’intégre de pondération ni sur la relation
ni sur les mondes. La modalité pondérée est définie au niveau de la quantification des
mondes accessibles validants. La sémantique proposée introduit d’abord l'interprétation

des formules modales contenant la modalité {, et pose :
MwEQap < |Ry(p)| >«

Cette interprétation de { est basée sur un durcissement du quantificateur existentiel : ¢,
ne repose pas seulement sur la nécessité d’avoir au moins un monde accessible validant la
formule ¢, mais d’en avoir au moins a.

Par dualité entre les modalités, on a 'interprétation suivante pour O, :

MawEOywpy < |Ru(p)| <«
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Ainsi, la modalité [, est pondérée par le nombre de mondes invalidants. La quantité «
représente une borne supérieure du nombre de mondes invalidants. Cela rejoint I'idée de
I’exceptionnalité : si les mondes invalidants sont sur-représentés, alors la formule modale
est invalide.

Cette approche par comptage modifie la quantification des mondes accessibles sur la-
quelle se base la sémantique classique des modalités : dans le cas de ¢, la quantification est
enrichie puisqu’il est possible de moduler la modalité par le nombre de mondes validants
au lieu de se contenter de la binarité classique.

Il faut noter que dans ce modéle, les poids sont donc nécessairement a valeur entiére,
comprise entre 1 et max{|R,|,w € W}. De plus, ce modéle respecte également la propriété
de gradualité définie dans I’équation (1.6), p. 21.

Cette définition s’appuie sur un comptage absolu des mondes. La logique majori-
taire (Pacuit et Salame 2004; 2006) s’intéresse a un cas particulier de comptage relatif :
Popérateur modal majoritaire définit [y est vraie si ¢ est formule vraie dans plus de la
moitié des mondes accessibles. Elle repose donc sur une approche par comptage relatif mais
définit des modalités non pondérées. Elle aborde également la question d’une sémantique
dans laquelle ’ensemble des mondes W est infini.

Contrairement aux approches décrites dans la section précédente, basées sur une modi-
fication des modéles de Kripke, 'approche par comptage est de plus axiomatisée, tant dans
le cas absolu que relatif (De Caro, 1988; Pacuit & Salame, 2006) : ces modeéles proposent

un ensemble de régles de manipulation de la modalité pondérée.

1.5 Bilan

L’état de I’art présenté dans cette section apporte une vision d’ensemble des différentes
techniques de pondération des logiques modales. Nous avons proposé une étude compa-
rative des modéles présentés, structurée suivant différents axes : le type de pondération
(flou, possibiliste,autre), le mode de pondération dans la sémantique de Kripke (mondes
vs relation) et le traitement réservé a la sémantique des formules modales (préservée vs
modifiée). Le tableau 1.5 donne une vue synthétique de I'ensemble des approches citées,
organisées selon les trois axes proposés.

Les modeéles présentés se situent au niveau sémantique, en étendant les modéles de
Kripke au cas pondéré ou en modifiant Uinterprétation des modalités selon la sémantique
de Kripke : ils ont tous pour particularité de ne pas traiter en profondeur la question de
Paxiomatisation jusqu’au cas de la correspondance avec la sémantique (& 'exception de la
logique majoritaire de Pacuit et Salame (2006) qui néanmoins ne définit pas de modalité

pondérée).
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Reférence Sémantique | Position | Cadre arithmétique
Boutilier (1994) préservée mondes | possibiliste

Farinas del Cerro et Herzig (1991) préservée relation | possibiliste

Bou et al. (2009) préservée relation | flou

Demolombe (2004) préservée relation

Thiele et Kalenka (1993) étendue flou

Laverny et Lang (2004) étendue autre : exceptionnalité
Fine (1972)

Fattorosi-Barnaba et De Caro (1985) | étendue autre : comptage absolu
van der Hoek et Meyer (1992)

Pacuit et Salame (2004) étendue fréquentiste

TABLEAU 1.5 — Ensemble des modéles de logique modale pondérée présentés dans cet état

de I'art.

Dans le chapitre suivant, nous présentons la sémantique que nous proposons pour une

logique modale pondérée qui se place dans le cadre des approches par extension de la

sémantique, par comptage relatif de mondes accessibles validants. Le chapitre 3 examine

la question de la définition d’axiomes pondérés pour cette sémantique.




26

Chapitre 1. Etat de I’art




Chapitre 2

Proposition d’une logique modale

pondérée : sémantique

L’adaptation des logiques modales au cas pondéré passe, dans un premier temps, par
la création de modalités pondérées. Le poids, défini et intégré syntaxiquement, doit étre
pris en compte dans 'interprétation des formules modales formées a partir de la nouvelle

syntaxe.

Dans ce chapitre, nous donnons une syntaxe qui assigne un poids compris dans l'inter-
valle réel [0, 1] a la modalité classique O, conduisant a la modalité O,. Ce chapitre décrit
ensuite la sémantique que nous proposons, qui s’inscrit dans le cadre des approches par
comptage, qui étendent la sémantique des modalités (cf. section 1.4.2, page 23, du chapitre
précédent sur I'état de Part). Sa particularité, détaillée et discutée, est de reposer sur un
comptage relatif, et non absolu, des mondes accessibles. Elle permet ainsi de moduler le

quantificateur universel classiquement associé a la modalité .
Les propriétés qui découlent de cette définition sont ensuite présentées et analysées.

La structure du chapitre suit cette organisation : la section 2.1 décrit la syntaxe et
la section 2.2 la sémantique que nous proposons. La section 2.3 discute cette derniére en
termes de quantificateurs généralisés et la section 2.4 présente les propriétés qui découlent
de la sémantique proposée, constituant une base préliminaire en travail sur les axiomes
présentés dans le chapitre 3. Les travaux présentés dans ce chapitre et le suivant ont fait

Pobjet de publications (Legastelois et al., 2015b; Legastelois et al., 2015c).

Nous considérons, dans la suite de ce chapitre, que le modeéle M = (W, R, s) est fixé
et défini comme dans le cas classique de sémantique des mondes possibles (cf. chapitre 1,

section 1.1.2, page 10).

27
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2.1 Syntaxe

Cette section présente le cadre formel d’écriture de formules proposé pour une logique
modale pondérée.
Nous définissons le langage suivant, qui étend le langage modal rappelé en section 1.1,

page 9, en utilisant une grammaire formelle :

P == p,q,..
F = P
| FAF
| FVF
|  —-F
| F—=F
|  OuF, YVa€[0,1]
| OuF, Yae[0,1]

Nous précisons que la modalité ., est, comme dans le cas classique, duale par rapport
a Oy : la formule O est une réécriture de =, —p. On appelle formule de logique modale
pondérée toute formule appartenant a ce langage.

1l est important de noter le domaine de définition du poids « proposé : définie dans
I'intervalle [0, 1], la pondération associée a la modalité peut étre considérée comme un degré

et exprime les graduations possibles de la notion portée par la modalité.

2.2 Définition de la sémantique proposée : comptage relatif

Cette section présente la sémantique des modalités pondérées que nous proposouns.
Celle-ci repose sur une approche fréquentiste du comptage des mondes. La section 2.2.1 en
décrit les principes, la section 2.2.2 la définit formellement et la section 2.2.3 I'illustre dans

un cas particulier.

2.2.1 Principes

Nous proposons une sémantique permettant d’interpréter les formules modales définies
dans le langage de la section précédente. Cette sémantique suit le méme principe que les
approches par comptage, rappelées dans la sous-section 1.4, p. 22 et basées sur le nombre
de mondes validant la formule concernée par la modalité.

Comme ces derniéres, elle repose sur la définition classique des modeéles de Kripke

M = (W, R, s) (cf. section 1.1.2), non enrichis par des poids associés & w ou R.
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Notre approche s’appuie sur deux caractéristiques différentes. D’abord, la sémantique
est définie pour la modalité O, le cas de O, découlant de cette premiére définition. Ensuite,
et principalement, elle repose sur un comptage relatif et non un comptage absolu.

En effet, si la cardinalité des ensembles de mondes validants est prise en compte, elle
est normalisée : les poids associés aux modalités sont définis en terme de proportions des
mondes accessibles. La motivation de cette approche vient du choix de normalisation qui
présente 'avantage de détacher la valeur du poids de la connexité du monde de référence :
savoir que deux mondes accessibles valident la formule considérée n’a pas la méme signifi-
cation si le monde de référence posséde deux ou mille mondes accessibles. Ainsi, une valeur
absolue peut étre interprétée comme trop peu informative : connaitre le nombre total de
mondes accessibles est nécessaire pour évaluer si les mondes accessibles validants sont re-
présentatifs. En d’autres termes, savoir qu’un monde sur deux valide la formule est plus
informatif que de seulement savoir qu’un monde accessible la valide, et permet de distin-
guer cette configuration du cas ot un monde sur mille est validant : une valeur relative
donne une information sur la représentativité des mondes accessibles validants par rapport
& 'ensemble des mondes accessibles.

Il faut noter sur 'approche relative repose sur ’hypothése, considérée dans la suite,
selon laquelle 'ensemble des mondes accessibles est fini, afin de pouvoir calculer la fraction.
S’il est infini, le comptage relatif des mondes accessibles validants doit étre généralisé dans

un cadre probabiliste.

2.2.2 Définition formelle

Formellement, le poids attribué & la modalité pondérée [, est défini comme horne

inférieure de la proportion de mondes accessibles qui valident la formule associée :

Définition 1 Pour tout ¢ :
Va € [0, 1]

Si Ry # 0 : MwEOyp < ITMR(@HEa (2.1)

Si Ry =10 : M, wEOyp (2.2)

11 est important de souligner que ’on est obligé ici de distinguer le cas o R, est vide,
c’est-a-dire le cas ot w est un monde aveugle : dans ce cas, la fraction n’est pas définie.
De ce fait nous proposons, comme dans le cas classique, qu'une formule modale pondérée
de la forme O, est valide dans un monde aveugle.

Par dualité, on a la relation entre les deux modalités pondérées ¢, = —[,—, ce qui

induit la définition suivante.
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FIGURE 2.1 — Sémantique pondérée : si certains mondes accessibles invalident ¢, il existe

tout de méme un a = % tel que w E Oy

Définition 2 Pour tout ¢ :
Va € [0,1]
Ry
Si Ry =0 : M,wE Qpp (2.4)

Démonstration : L’interprétation de la modalité pondérée ¢, découle directement de
la dualité entre O, et .
Pour tout « € [0,1] et w tel quel Ry, # 0,

Rw—| Rw
MawE Qup & M,wkF Oy—p & qu PN \|R(sT)I

Si Ry =0, M,w ¥ U,—p d’aprés 'équation 2.2, donc M, w E =4, soit M, w ¥ Qqp.

>1—a

2.2.3 Exemple illustratif

La figure 2.1 illustre la sémantique proposée dans le cas trés simple d’un modéle de
Kripke & quatre mondes, tel que w est en relation avec les trois autres.

Comme 'un de ces mondes accessibles ne valide pas ¢, la contrainte imposée par
le quantificateur universel de la définition classique n’est pas vérifiée et on a seulement
w F .

Dans le cas pondéré, qui offre une expressivité accrue, on a également w ¥ Cly ; cepen-

dant, il permet de fournir I'information que w E Oz .
3

2.3 Interprétation de la sémantique proposée en terme de

quantification

Comme illustré dans I’exemple ce-dessus, la sémantique pondérée présente la particu-

larité de modifier la quantification de mondes accessibles validant.
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Cette section ouvre la discussion sur la sémantique proposée en terme de quantification
des mondes. Dans un premier temps, nous détaillons les mécanismes associés a chacune
des modalités : 'assouplissement et le durcissement du quantificateur pour respectivement
les modalités [ et ¢. Ensuite, nous discutons de 'utilisation de quantificateurs généralisés
dans l'interprétation des formules modales. Ceux-ci représentent en effet une autre forme

d’extension de la sémantique.

2.3.1 Assouplissement du V et durcissement du 3

Les définitions données pour interpréter les modalités pondérées sont toutes deux ca-
ractérisées en terme de quantification des mondes. Ainsi, la définition de [J,, donnée par
Péquation (2.1), page 29, ne requiert pas que tous les mondes accessibles valident la formule
© mais seulement une partie; plus « est élevé et plus la modalité est contrainte.

Classiquement, la sémantique de la modalité [J repose sur la notion d’universalité
des mondes validants, formellement exprimée par le quantificateur universel V, cf. équa-
tion (1.2) page 11. Dans le cas de la logique modale pondérée que nous proposons, la
nécessité de validation de ¢ est maintenue mais seulement pour une proportion de mondes
accessibles : cela induit un assouplissement du quantificateur universel.

Il est nécessaire de préciser que, si 'utilisation de cette proportion est plus riche qu’un
modeéle avec comptage absolu, comme discuté dans la section 2.2, p. 28, elle perd en infor-
mation par rapport au quantificateur universel : on sait qu’il y a des mondes accessibles
validant la formule mais on ne sait pas précisément lesquels. L'usage de la notion de propor-
tion permet en effet de dénombrer mais pas de désigner les mondes concernés. Cela a une
certaine influence sur la facon d’ébaucher une analyse de la théorie de la correspondance
dans le chapitre suivant.

La modalité ., quant a elle, requiert au moins une proportion 1 — « de mondes
accessibles qui valident la formule ¢, au lieu d’un seul monde accessible dans le cas classique.
De la méme fagon que les modeéles présentés dans la section 1.4.2, page 23, cela durcit le
quantificateur existentiel : 'interprétation de (. peut nécessiter plus d’'un seul monde
validant. Pour la modalité ., de par sa définition, plus « est élevé et moins la condition

est contrainte.

2.3.2 Discussion autour des quantificateurs généralisés

Nous proposons de mettre en perspective la sémantique proposée et 1'utilisation de
quantificateurs généralisés, du type quantificateur proportionnel (Keenan, 2004), qui étendent
V et 3. Cela consiste en une comparaison entre la sémantique classique et la sémantique

pondérée, selon la quantification des mondes accessibles pris en compte pour l'interpréta-
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tion d’une formule modale.

I’idée d’utiliser un quantificateur généralisé semble naturelle en raison de la définition
ensembliste de interprétation de Oy, qui est basée sur une proportion de mondes : on
tient compte du cardinal de 'ensemble R,, pour calculer cette proportion.

Les quantificateurs proportionnels sont une catégorie des quantificateurs généralisés,
qui désignent aussi des quantités abstraites comme « beaucoup », « la plupart » ou encore
« pratiquement aucun ». Il est donc possible d’opposer ces quantificateurs linguistiques
aux quantificateurs proportionnels.

Par exemple, le cas du most versus more than half est représentatif de la problématique
lice & la relation entre ces deux types de quantificateurs : il s’agit de s’interroger sur la
fagon dont I’élément linguistique « la plupart » peut concrétement signifier « plus de la
moitié » (Partee, 1989; Hackl, 2009). Il n’y a cependant pas de réel consensus quant aux

termes linguistiques & employer pour désigner ces quantificateurs.

Aussi, il existe des sémantiques de logique modale basées sur des quantificateurs gé-
néralisés : par exemple, Askounis et al. (2012) en proposent un modéle dans lequel ils
dinstinguent une modalité avec la quantification universelle « Knowledge means ’all’ » de
la quantification majoritaire, sous I’hypothése que « la plupart » correspond a « plus de la
moitié », associé a une autre modalité « Belief means 'most’ ». Les auteurs proposent de
cette fagon un systéme bi-modal marqué par 'utilisation d’un quantificateur affaibli pour

assouplir la notion de savoir en une croyance.

2.4 Propriétés

Cette section présente les principales propriétés de la sémantique proposée. Dans un
premier temps, en section 2.4.1, nous définissons les cas limites pour les poids, en étudiant
les cas ot @ = 0 et & = 1. Nous établissons ensuite, dans la section 2.4.2, la propriété de
gradualité décroissante, qui est une propriété essentielle par la suite, & la fois dans I’étude
de la théorie de la correspondance (cf. chapitre 3) et dans le cadre de la logique doxastique
(cf. Partie II). La derniére propriété présentée dans la section 2.4.3 concerne la relation

entre les deux modalités [, et Oq.

2.4.1 Cas limites

Cette section examine les deux cas limites, & = 1 et @ = 0. Nous montrons ici que le
cas a = 1 correspond & la définition classique, et le cas a = 0 est une tautologie pour [J et

une contradiction pour ¢ :
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Propriété 1 Cas limites

Uip =0 F Doy
Q1 = Op F—=00p

Démonstration : Soit M = (W, R,s) un modéle et w un monde de W, soit ¢ une
formule quelconque

1) Montrons que M, w F ¢ < M, w E Op, ce qui permet d’établir 'égalité Oy =
U :

Si Ry, =0, alors w F Oy et w F Og, donc on a bien w F Oyp < w = Q.

Sinon :
| R ()]

| Ry
< Ry(p) = Ry car Ry(¢) € Ry,

wIZDlgo =4 =1
& V' € Ry,w' Eo

& wE e

2) Montrons, de méme, que ¢1pp = O :

| R (=)
Ry # 0 et P g
| Rl

Ry # 0 et [Ry(—¢)| < |Ryl
Juw' € Ry, w' ¥ —p

wkE Q1

Juw' € Ry, w' F ¢
wE Qp

r ¢ ¢ QO

3) On prouve que F Oyy et E =0y directement en utilisant les définitions : Si R, = )
alors, par définition, on a w E gy et w E =Qpp.

Sinon :
|Ru ()|
wkE Dy < >0
| Rl
wkE Qe & uT;”z(ST)' >1-0

La premiére assertion est toujours vérifiée tandis que la seconde est toujours fausse car
Ry(p) C Ry.
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La valeur nulle posséde donc le caractére particulier de ne porter aucune information
quant a la valuation des formules dans les mondes accessibles. Du fait de cette propriété,
on exclut autant que possible, par la suite, les cas ot la modalité est pondérée par la valeur
nulle. Elle est essentielle pour les travaux sur la théorie de la correspondance, présentés

dans le chapitre suivant.

2.4.2 (Gradualité décroissante

En raison de la transitivité de I'inégalité sur laquelle repose la sémantique proposée,
on a la propriété de gradualité décroissante. Déja présente dans les modéles de Bou et al.

(2009) et Laverny et Lang (2004; 2005), cf. pages 20 et 22, cette propriété est rappelée ici :

Propriété 2 Gradualité décroissante

Vo, a>p = (wkEOuw = wkEOgp)

Démonstration : La démonstration de cette propriété est immeédiate par transitivité
des inégalités sur les proportions de mondes validants.

Soit a et [ tels que o > § et soit un modéle M. Supposons qu’il existe w € W tel que
w F Oy

Alors % > «. Comme « > 3, alors % > 3, donc w F gy

Cette propriété implique que si une formule [, est valide, alors c’est aussi le cas pour
toutes les modalités [g de degré inférieur. En d’autres termes, si [l,p est vraie dans un
monde w € W, alors le poids considéré a peut étre affaibli et prendre toute valeur plus
petite. Ainsi, en reprenant ’exemple illustré en section 2.2.3, comme w E [J2¢ alors on a
aussi, par exemple, w F Ug 5. '

Ainsi, le poids le plus informatif pour la modalité [, est donc la valeur maximale
que peut prendre «, puisque tous les poids inférieurs peuvent en étre déduits. Par dualité,
la valeur de « la plus informative pour la modalité ¢, est sa valeur minimale. Ces deux
remarques sont indispensables et exploitées pour répondre a la problématique étudiée en

section 3.2.1.

2.4.3 Relation entre [J, et O,

Comme dans le cas classique, il existe une relation de dualité entre les deux modali-

tés O, et On. Nous montrons ici qu’il est possible de les lier autrement, en proposant une
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relation entre les poids qu’elles portent. II faut noter que, en raison de l'utilisation des
inégalités respectivement large et stricte dans les interprétations de [, et O, le lien de

dualité entre les poids de ces deux modalités pondérées n’est pas réciproque :

Propriété 3 Relation entre (O, et O,
Va €10,1] EOap = Oi_ap

Va €10,1] EOup = O1-a¢

Démonstration : Soit a € 0, 1]. Soit M = (W, R, s) quelconque et w € W.
1) Montrons que E Qnp — h_qp :

WE Oup © Ry 40 et “T;”%(*T)‘ cl-a

2) Pour montrer que ¥ Oy — O1-qp, il suffit de construire un contre-exemple :

considérons par exemple le modéle défini graphiquement sur la figure 2.1 de la page 30.
[Ruw(e)|l _ 2 |Ruw(o)| ~ 2 ; [Ruw (@) « 2
On a ] —g,doncwf:D%qJ car -t > 5. Toutefois w F <>%cp car -t #35.0n

en déduit que w Ed1p & wE Q2.
3 3

De fagon générale, 'asymétrie viens de ce qu’une inégalité large définit la sémantique

de [, alors qu’une inégalité stricte intervient dans cette de Qq.

2.5 Bilan

Ce chapitre a présenté notre proposition de sémantique pour les formules comportant
une modalité pondérée [, et par extension (.. Elle repose sur un assouplissement du
quantificateur universel, permettant de ne considérer qu’'une proportion plutét que l’en-
semble des mondes accessibles.

Nous avons également détaillé des propriétés découlant de cette sémantique. En effet,
I'introduction d’un poids sur les modalités pose la question des liens entre, d’une part,
les valeurs binaires et le cas classique et, d’autre part entre tous les degrés intermédiaires.
Enfin, nous avons étudié les valeurs des poids vis-a-vis de la relation de dualité entre les

modalités.
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Ces travaux permettent de poser un cadre pour I’étude des axiomes et de la théorie de

la correspondance, effectuée dans le chapitre suivant.



Chapitre 3

Proposition d’une logique modale
pondérée : axiomes et

corresp ondance

Alors que le chapitre précédent a adopté un point de vue purement sémantique pour
une proposition de pondération d’une logique modale, ce chapitre traite la question de la
pondération des axiomes modaux. Nous proposons de considérer ces derniers comme des
régles de manipulation des modalités : associés au modus ponens classique, ils permettent
d’établir des relations entre des formules dans lesquelles les opérateurs modaux apparaissent
une fois, de maniére répétée ou combinée. Par exemple, 'axiome (4) - Op — O établit
une relation d’implication entre une unique occurrence et une répétition de [J; 'axiome
(D) F O¢p — Oy, également, exprime une implication entre les deux opérateurs modaux.

Ce chapitre étudie la transposition de ces axiomes au cas pondéré, pour définir des
régles de manipulation et combinaison entre les opérateurs modaux pondérés [, et O,
en exploitant la sémantique proposée dans le chapitre précédent. La section 3.1 décrit plus
formellement la problématique considérée et la section 3.2 présente les principes proposés
pour construire les axiomes pondérés. La section 3.3 donne une vue d’ensemble des résultats
obtenus, que nous proposons d’organiser selon une typologie contenant quatre catégories,
dépendant des relations entre I'axiome pondéré, sa variante classique et la correspondance
avec les contraintes sur les cadres de Kripke associés. Les sections 3.4 & 3.7 décrivent
successivement, chacun de ces quatre types. Enfin, la section 3.8 propose d’analyser les
différences entre les axiomes classiques et les axiomes pondérés, notamment en terme de
conséquences sur la théorie de la correspondance.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait I'objet de plusieurs publications (Legas-
telois et al. 2015¢; 2015b; 2017b).

37
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3.1 Problématique

Problématique considérée Les axiomes ont un role fondamental dans la manipulation
des opérateurs modaux : ils permettent de réécrire une formule sous une forme différente
sans en altérer la valeur de vérité. L’objectif de ces travaux est d’étudier la transposi-
tion des axiomes classiques au cas pondéré : I'approche sémantique permet de fournir des
justifications quant au choix des valeurs et relations entre les poids. De ce fait, nous ne
proposons pas d’axiomatiser la logique modale pondérée indépendamment des axiomes
modaux classiques, mais d’adapter ceux-ci dans le contexte de la sémantique que nous
proposons.

Nous proposons donc de définir ce que nous appelons les régles de manipulation des
opérateurs modaux pondérés, pour établir les liens et combinaisons possibles entre [,
et Q0. Nous considérons des axiomes pondérés génériques comme point de départ du pro-
cessus de leur définition : ils sont obtenus & partir des axiomes classiques en remplagant
chaque modalité par un équivalent pondéré, chacun ayant son propre poids.

Ainsi, le candidat initial pour la variante pondérée de 'axiome (4), qui s’écrit - Oy —

00, est de la forme - Oy — Og0y¢ ot o, B, € [0, 1]3.

Valeurs pertinentes La problématique considérée est alors d’établir les valeurs perti-
nentes pour les poids «, 3,7, qui dépendent les uns des autres. La définition méme de
la pertinence des poids ouvre la voie & des discussions. Nous proposons d’adopter une
approche sémantique basée sur l'interprétation des modalités présentée dans le chapitre
précédent. Cela permet de motiver et justifier les valeurs choisies pour les coefficients, en
exploitant le fait que [, et O, sont définies selon le comptage relatif des mondes accessibles.

Cette sémantique offre en effet I’avantage d’étre suffisamment informative pour conduire
a la définition d’axiomes pondérés. La connaissance d’une proportion de mondes validants
permet, en terme sémantique, de traiter les questions d’union et d’intersection des en-
sembles utilisés. Cette connaissance est essentielle pour déterminer les valeurs des poids
issus de transformations de diverses modalités. Les principes exploités sont décrits dans la
section suivante, page 39.

L’approche que nous proposons permet d’identifier des dépendances entre les poids,
valables dans tout cadre de Kripke, ou seulement dans des cadres dont la relation d’acces-
sibilité vérifie des contraintes particuliéres. Comme détaillé par la suite, elle peut conduire &
plusieurs variantes pondérées d’un axiome modal classique, comme c’est le cas pour 4 et C4.
De plus, nous étudions également la réciproque, afin d’examiner si les cadres dans lesquels
un axiome est vérifié satisfont des conditions spécifiques : les résultats obtenus peuvent

étre considérés comme ouvrant la voie & la définition d’une théorie de la correspondance.
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Etablissement d’une typologie Les travaux présentés dans ce chapitre établissent une
typologie des axiomes modaux pondérés qui permet de les répartir dans quatre catégories,
dépendant de leur réécriture du cas classique et selon les choix effectués pour la propriété
du cadre classiquement associée, qui peut étre conservée ou modifiée.

Ainsi, le type 1 regroupe les axiomes qui ne peuvent pas étre transposés au cas pondéré
en raison du trop grand degré de liberté offert par I’affaiblissement de la modalité classique.
Le type I1I comporte les axiomes pondérés qui préservent la condition classique. Les types I11
et type IV contiennent les axiomes pondérés qui requiérent une modification de la condition,

avec une correspondance dans la sémantique qui est respectivement non prouvée et prouvée.

3.2 Principes proposés pour la construction d’axiomes mo-

daux

Cette section présente les principes généraux que nous proposons pour identifier des
valeurs de poids pertinentes pour les axiomes pondérés candidats, trois types sont consi-
dérés. Les deux premiers arguments sont basés sur 'interprétation des axiomes comme les
éléments d’un systéme d’inférence : la plupart des axiomes classiques (voir tableau 1.2,
page 12) prennent la forme d’implications et sont d’autant plus exploitables qu’ils per-
mettent, a 'aide du modus ponens, des inférences riches. Ainsi, il est attendu que les
axiomes aient des prémisses faciles & vérifier et des conclusions informatives. Ce principe
permet de guider la définition de valeurs de poids pertinentes selon la position des moda-
lités, a la fois par rapport a la structure de I'axiome, comme décrit dans la section 3.2.1,
et par rapport aux combinaisons de modalités, comme décrit dans la section 3.2.2. La
section 3.2.3 présente un autre type d’outil, basé sur les propriétés des cadres de Kripke

associés aux axiomes classiques que ’on cherche & pondérer.

3.2.1 Exploitation de la position des modalités

Dans le cas ou ils contiennent une implication, nous définissons des axiomes comme
utiles g'ils permettent une inférence riche. Afin de construire de tels axiomes, nous pro-
posons de distinguer deux cas : d'une part, lorsque la prémisse de ’axiome est faible,
donc facile a satisfaire, ce qui rend l'axiome facile & déclencher; d’autre part, lorsque la
conclusion est forte.

Nous soulignons que cette idée d’avoir une formule modale forte ou faible est particu-
lierement interprétable dans le cadre de la sémantique proposée, décrite dans le chapitre
2), notamment en raison de la propriété cruciale de gradualité décroissante (voir Prop. 2,
p. 34).
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Nous détaillons successivement ses conséquences pour la présence de modalités dans la

conclusion puis la prémisse, en considérant d’abord le cas [, puis celui de Q.

Présence de [, dans la conclusion Un implication dont la conclusion contient [,
est d’autant plus riche que « est élevé.

En effet, toute valeur inférieure pouvant étre déduite par gradualité décroissante, le cas
le plus informatif, ¢’est-a-dire la conclusion la plus riche, est le cas ou la valeur « est la
plus élevée possible.

Par exemple pour ¢ et ¥ deux formules quelconques, si 'on a F} = ¢ — gy et
Fy = ¢ — Opsv, alors Fy est préférée & Fy, car plus informative. En effet, F5 peut étre
déduite de Fy, grace & cette propriété, qui indique que Uggyy — o3y, et grace a la
transitivité de I'implication.

On peut noter que, par conséquent, nous cherchons & éviter les cas ol la modalité est
pondérée par un degré nul, qui correspond & une implication non informative puisque sa

conclusion est toujours vérifiée (cf. propriété 1, p. 32, Oyp est une tautologie).

Présence de [J, dans la prémisse Une implication dont la prémisse contient [, est
d’autant plus riche que « est faible.

En effet, une faible valeur définit une prémisse faible & satisfaire, et le cas le plus
informatif : elle peut étre déduite de toute valeur supérieure et reste donc déclenchable
pour une observation contenant un poids plus élevé.

Par exemple, si 'on a F3 = Uygp — ¢ et Fy = Ugsp — 1, alors Fy est préférée a
F3 car plus informative. En effet, Fy peut étre déduite de F3 en combinant la gradualité
décroissante et la transitivité de I'implication : Fy est plus facilement déclenchable que F3
et définit de la sorte une inférence plus riche.

Par conséquent, pour une formule requise Uy, comme chaque formule de la forme
Ugp avec un 3 plus élevé I'induit, 'axiome indiqué est déclenché. De cette facon, nous
cherchons au maximum a éviter les cas ot la modalité est pondérée par un degré nul, en

particulier si le seul « établi est du type Oy en conclusion.

Cas de ¢, Par dualité, pour la modalité {, qui est liée & une propriété de gradualité
croissante, I'inverse est établi pour caractériser la pertinence des valeurs des poids associés :

« doit étre minimal pour {, dans la conclusion et maximal dans la prémisse.

3.2.2 Cas des modalités successives

Certains des axiomes modaux classiques contiennent des modalités combinées par suc-

cession, du type OO, OO et OO : c’est par exemple le cas de (B), (4) ou encore (C4). Dans
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ces cas, le principe de maximisation/minimisation, discuté dans la section précédente, de-
vient plus complexe et requiert la définition d’échange entre les poids respectifs. En effet,
considérant par exemple le cas o [,[g, I'informativité est maximale pour la combinaison
0,00y, mais toutes les combinaisons ne peuvent pas étre comparées. Ainsi, parmi les deux
cas Uos0o.s et Uo.slo.5, aucun ne peut étre privilégié par rapport a I'autre. Plus généra-
lement, faire décroitre la valeur de « peut étre considéré comme informatif si cela permet
d’augmenter la valeur de 5.

Le cas de 0,03 et O40s peut étre discuté selon le méme principe, a la différence que
le poids de ¢, 3, doit étre minimisé. A nouveau, faire décroitre o dans le but de faire
décroitre (3, ou réciproquement, est pertinent : parmi Cy.g0o.5 et o500.3, aucun ne peut
étre considéré comme plus informatif que autre.

Par conséquent, dans le cas ou plusieurs modalités se succédent, le principe général
consistant & maximiser le poids associé & [, et minimiser celui de g lorsque les deux
modalités apparaissent en conclusion d’une implication, devient plus complexe. Il en va de
méme pour le principe consistant & minimiser « et maximiser [, pour [J dans la prémisse.
Cette discussion justifie I’établissement de plusieurs variantes des axiomes contenant des

successions de modalités, comme détaillé en section 3.7, page 59.

3.2.3 Exploitation des contraintes sur la relation

Un second outil qui permet d’établir les relations entre les poids des axiomes modaux
pondérés s’appuie la propriété de la relation associée a la version classique de 'axiome : la
définition de la modalité pondérée étant basée sur I’ensemble des mondes accessibles, elle
tient compte de la relation du modéle. Il est donc naturel de nous intéresser & I'influence
des propriétés des relations sur la valeur des poids.

Etant donné que l'approche sémantique est au cceur de ces travaux sur les axiomes
modaux, nous proposons d’exploiter la théorie de la correspondance (Van Benthem,
1984) pour élaborer 'extension pondérée des axiomes. En effet, équivalent sémantique
des axiomes modaux est lié & une classe particuliére de cadres, contrainte par des proprié-
tés sur la relation d’accessibilité, a laquelle il est par exemple imposée d’étre réflexive ou
symétrique.

Le tableau 3.1 rappelle les définitions des principales propriétés possibles pour une
relation d’accessibilité.

Nous considérons que privilégier la contrainte classiquement associée & la relation offre
un point de départ a ces travaux : en faisant cette seule hypothése sur la relation, il est
intéressant d’analyser comment elle influence les valeurs des poids. Néanmoins, il se peut

que la contrainte classique ne donne pas de garanties suffisantes pour pondérer les axiomes
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sérielle  Vu Jv uRv
réflexive Vu uRu
symétrique Vu, v, uRv = vRu
shift-réflexive  Vu, v, uRv = vRv

transitive Vu,v,w, (uRvAvRw)= uRw
euclidienne Vu,v,w, (uRvAuRw)= vRw
dense Vu,wv, uRv = Jw (uRw A wRv)
convergente Vu,v,w, (uRvAuRw)= 3z (vRx A wRx)

fonctionnelle  Vu,v,w, (uRvAuRw)=v=w

TaBLEAU 3.1 — Propriétés éventuelles d’'une relation R définie sur W x W, avec

u,v,w e W,

de maniére pertinente. En considérant un point de vue sémantique pour 'interprétation
des axiomes pondérés, nous ne considérons donc pas seulement les cadres qui satisfont
la propriété correspondant & sa version classique : nous proposons d’examiner si d’autres
propriétés sont pertinentes. Ce principe peut remettre en cause la compatibilité avec le cas

classique pour lequel tous les poids sont égaux a 1.

Par ailleurs, lorsqu’elle apparait en prémisse, la modalité [, qui présente une interpré-
tation plus expressive que [, est aussi moins spécifique. En effet, savoir qu’'une proportion
de mondes accessibles valide une formule ne permet pas d’avoir des informations sur la
validité de cette formule dans chaque monde individuellement : [J, donne une indication
globale et méne & une incertitude sur la valuation propre & chaque monde, alors que la
modalité classique [J donne une indication sur tous les mondes accessibles. Par consé-
quent, il est naturel d’attendre des extensions graduelles des axiomes qu’elles imposent des
contraintes supplémentaires sur le relation. Plus précisément, il est possible que I’axiome
obtenu n’exclue pas le cas ou la conclusion est de la forme gy qui, comme discuté en
section 2.4.1 ne serait pas informative. L’approche que nous proposons consiste donc a
observer et déterminer les propriétés de la relation qui permettent d’exclure de tels cas.

Pour cela, il est souvent nécessaire de renforcer la contrainte sur la relation.

D’autre part, lorsqu’elle apparait dans la conclusion, la modalité assouplie [, avec
a < 1, porte moins d’information. Cela rejoint le principe de maximisation du poids en
conclusion, décrit en section 3.2.1 page 39. Pour compenser cet affaiblissement de la moda-
lité, nous proposons d’éventuellement relacher la contrainte associée : avec une contrainte
plus faible, la prémisse peut étre affaiblie, ce qui rend possible ’enrichissement de la
conclusion de ’axiome. Dans certains cas, la version pondérée de 'axiome permet donc

de supprimer la propriété de la relation correspondant classiquement, comme détaillé en
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section 3.3.2, page 44.

Enfin, une fois qu’une extension pondérée suffisamment pertinente est établie, selon une
contrainte sur la relation qui peut étre renforcée ou relachée, nous étudions si la réciproque
est vraie : cela revient & montrer que si un axiome est supposé, alors n’importe quel modéle

respecte nécessairement la contrainte associée.

3.3 Typologie des axiomes pondérés établis

Cette section donne une vue d’ensemble des résultats obtenus : la section 3.3.1 présente
la forme générale des théorémes établis et de leur démonstration, en appliquant les prin-
cipes de pondération décrits dans la section précédente pour définir des valeurs de poids
pertinentes. La section 3.3.2, quant & elle, présente la typologie que nous proposons pour

organiser les axiomes pondérés.

3.3.1 Forme générale des théorémes prouvés et leur démonstration

La forme générale des théorémes établis par la suite est exprimée de la fagon suivante :
on note p, 'axiome pondéré, c¢’est-a-dire une formule contenant des modalités pondérées.

Un théoréme s’écrit alors :

V(W, R)
R satisfait les propriétés P = Va € [0,1],Vs, (W, R,s) E ¢,

avec P un ensemble de propriétés de la relation, parmi celles données dans le tableau 3.1.

Comme illustré dans la section suivante, un tel théoréme ne peut pas toujours étre
prouvé : cela signifie qu’il peut étre montré qu’il existe un cadre (W, R) dont la rela-
tion R satisfait les propriétés P, a € [0, 1], une valuation s et un monde w € W tels que
(W, R, s),w ¥ ¢pq. Dans la plupart des cas, un résultat plus général encore peut étre établi,

pour lequel le poids est universellement quantifié, ce qui a pour forme :

Vael0,1]
(W, R) tel que R satisfait P,3sJw € W (W, R, s),w ¥ pq

(W, R, s),w est un contre-exemple que ’on construit explicitement et qui permet de prouver
ce résultat.
Lorsque le premier théoréme peut étre établi, sa réciproque peut étre examinée. Elle

s’écrit :

V(W,R)
(Vo € [0,1],Vs, (W, R, s) F vq) = R satisfait P
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Un tel résultat est généralement montré en utilisant la contraposée :

v (W, R)
R ne satisfait pas P = Ja € [0,1],3s,Jw € W (W, R, s), w ¥ ¢,

La preuve associée demande de construire, pour un cadre (W, R) avec une relation R qui
ne satisfait pas ’ensemble de propriétés, une valeur pour «, une valuation s et un monde

w € W tel que ¢, n’est pas valide dans w.

3.3.2 Quatre types d’axiomes

L’ensemble des résultats obtenus, démontrés et détaillés dans les sections 3.4 et 3.7,
est présenté dans le tableau 3.2 : il liste les extensions pondérées des axiomes modaux
classiques en indiquant les valeurs pertinentes des poids et les contraintes sur la relation
de Kripke associées. démonstrations en sont données dans les sections suivantes.

Nous proposons d’organiser ces axiomes pondérés selon une typologie formée de quatre
catégories discutées et détaillées dans les sections suivantes et indiquées dans la derniére
colonne du tableau 3.2 : elles distinguent les quatre cas suivants :

(1) axiomes impondérables

(11) axiomes pondérés avec correspondance classique
(111) axiomes pondérés sans correspondance

(1v) axiomes pondérés avec correspondance enrichie

Ces quatre types dépendent de la relation entre ’axiome pondéré et les contraintes sur
la relation d’accessibilité qui interviennent dans les théorémes, ainsi que la relation entre ces
contraintes et celles en correspondance avec I'axiome modal classique qui lui correspond.

Le type 1 regroupe les axiomes qui ne peuvent pas exploiter la liberté offerte par I'inté-
gration d’un poids, en raison d’un trop grand relachement de l'axiome classique. Le type 11
est, pour sa part, composé des axiomes pondérés qui préservent la contrainte usuellement
associée, sans la modifier. Les types IiI et IV regroupent les axiomes pondérés pour lesquels
la contrainte associée doit étre modifiée afin d’intégrer des poids pertinents, comme défini
dans la section 3.2. Ces contraintes permettent de prouver s’il y a correspondance entre
laxiome pondéré et la contrainte enrichie (111) ou non (1v).

Il est important de noter que nous autorisons les axiomes classiques & avoir plusieurs

extensions pondérées, selon les variantes possibles d’enrichissement de la contrainte.

3.4 Type I : axiomes impondérables

La premiére catégorie d’axiomes regroupe ceux pour lesquels le seul poids possible se

raméne au cas classique, avec la valeur 1 pour tous les poids. Ces axiomes ne peuvent
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(Ka) Oa(e = ¢) = (O = Omax(o,0+8-1)%) (11)
(NALy)  (Oaw ADgth) = DOimax(o,a+5-1) (0 A ) (1m)
(NALy)  Oa(p A9) = (Haw ADat)) (11)
(NA2,) (Oaw v Og) — Dmin(aﬁ)(QO V) (11)
(CDy) Qap = Oi—ap (1v)
(Mq) Cip — o réflexive (1)
(Ba) o= 01019 symeétrique (1)
(OM,) O1(01 — ) shift-réflexive (1)
(54) O1p — 01019 euclidienne (1)
(Do) Oap = O1—ate® sérielle (11)
(Ca) O10np = h_q1e01p  convergente (111)
(44) Oap = 01040 transitive & euclidienne (111)
(C4y) 0.0 — Ogyp transitive & euclidienne (1v)
(C4q) OaO10 — Oag shift-réflexive (1v)

TABLEAU 3.2 — Axiomes pondérés obtenus avec la contrainte associée (non nécessairement
correspondante) et leur type, comme défini dans la section 3.3.2, p. 44. Les coefficients «, 8

sont définis dans l'intervalle réel [0,1] et € € ]0,a].

pas bénéficier du relachement de la modalité par 'intégration d’une pondération, pour des
raisons liées & la pertinence des poids.

1l existe deux arguments qui justifient de ne pas pondérer un axiome : d’une part, nous
prouvons pour l'axiome (M) qu’une pondération a valeur inférieure & 1 n’est pas assez
pertinente. D’autre part, le relachement de I’axiome n’est pas souhaitable pour les axiomes
(OM), (B) et (5), car cela peut affecter leur pouvoir de manipulation. Ces deux cas sont

successivement décrits par la suite.

3.4.1 Axiome (M)

L’axiome (M) classique s’écrit - Oy — ¢ et, d’apres la théorie de la correspondance,
est associé a la contrainte de réflexivité de la relation d’accessibilité. Sa version pondérée
s’écrit - Oy — . La question est ici, et pour chacun des axiomes étudiés par la suite,
d’examiner les valeurs pertinentes pour le poids a.

Or, dans le cas ol la pondération est a < 1, la contrainte de réflexivité ne permet pas,
a elle seule, de conclure : si 'on considére un modéle M = (W, R, s) avec R réflexive et
w € W, alors si w F Oy, il existe au moins un monde accessible depuis w qui ne valide
pas . La réflexivité n’offre aucune garantie pour que w ne fasse pas partie de ’ensemble

de ces mondes invalidants.
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Formellement, on peut établir le théoréme suivant :

Théoréme 1 (M,,) Vo € [0,1], il existe un modéle M = (W, R, s) avec R réflexive el
w e W tels que M, w FE Oy mais M, w E —p.

Démonstration : Soit o € [0, 1]. La preuve consiste a construire un tel modeéle M. Soit
W un ensemble de n mondes, avec n tel que (n — 1)/n > « (un tel n existe puisque par
hypothése a < 1) et w un monde de référence dans W. Soit R une relation réflexive telle
que R, = W. Soit s la valuation suivante :

(i) x E ¢ pour tout z € W\ {w}

(il)) w E =
En posant M = (W, R, s),ona M, w E Oy car |Ry| = n, |Ry(p)] =n—1et (n—1)/n > a.
Cependant M, w ¥ ¢.

De plus, lajout de contraintes sur la relation (comme la transitivite, la symétrie ou
Peuclidianité par exemple) n’apporterait pas I'information nécessaire sur la valuation du
monde de référence pour garantir qu’il ne soit pas invalidant. Aussi, il semble difficile
de proposer une variante enrichie de la contrainte qui permette de contrebalancer la perte
d’information qui survient lorsque ’on emploie une modalité pondérée plutot que classique,
comme discuté dans la section 3.2.3, page 41.

Afin de respecter le cas classique, nous conservons la réflexivité mais avec la seule
valuation pertinente du poids : @ = 1. Cela correspond donc au cas classique, rendant cet

axiome impondérable.

3.4.2 Axiome (OM)

L’axiome classique (OM) s’écrit - O(0p — ¢) et, d’aprés la théorie de la correspon-
dance, est associé a la shift-réflexivité de la relation d’accessibilité. Sa forme pondérée est
notée - O, (g — ¢). Comme détaillé ci-dessous, nous prouvons que la seule valuation
pertinente des poids est 1 pour « et pour 3, & condition de respecter la contrainte de
shift-réflexivité.

De maniére évidente, le cas ot @ = 0 est une tautologie, mais ne présente que peu
d’intérét, comme discuté dans la section 2.2, page 28.

Dans le cas ot 5 = 1, en utilisant la shift-réflexivité, alors (W, R) E 01 (01 — ), ce
qui induit n’importe quelle valeur «, grace a la gradualité décroissante.

Dans tous les autres cas, nous avons le théoréme :



3.4. Typel 47

Théoréme 2 (COM,,) Va €]0,1], V5 € [0,1], il existe un modéle M = (W, R, s) avec
R shift-réflezive et w € W tels que M, w ¥ O, (Ogp — ¢)

Démonstration : Soit « €]0,1] et 5 € [0,1]. La preuve consiste, la aussi, & construire
un tel modele M, qui est trés similaire a celui proposé dans le preuve du Théoréme 1,
page 46.

Soit W un ensemble de n + 1 mondes, ou n est tel que (n — 1)/n > B. Un tel n
existe puisque par hypothése 8 < 1. Soit u € W et w € W. Soit R définie de la fagon
suivante : R, = {w}, Ry = W\ {u} et Vo € W\ {u,w}, R, = {z}. Par construction, R
est shift-réflexive. Soit s une valuation telle que (i) = F ¢ pour tout x € W \ {w} et (ii)
w FE .

Ainsi, en utilisant la méme preuve que pour le Théoréme 1, w F —~(0gp — ¢). Aussi

u FE O1=(Ogp — @) : pour tous les o > 0, w0, (Cgp — ).

Comme précédemment, l'ajout de contraintes sur la relation (comme par exemple la
transitivité, la symétrie ou l’euclidianité) n’apporterait pas d’information supplémentaire

sur la valuation du monde de référence w.

3.4.3 Axiome (B)

L’axiome (B) classique s’écrit F ¢ — OO et est associé a la contrainte de symétrie de
la relation. Sa version pondérée (B, ) se note - ¢ — 0,0pg¢. Elle présente deux caractéris-
tiques qui la différencient des axiomes (M) et ((OM) précédemment considérés : la prémisse
de l'implication ne contient aucune modalité et la conclusion contient une combinaison de
modalités. La définition de poids pertinents conduit alors & considérer que faire décroitre
la valeur de « est possible a condition de diminuer la valeur de 5, comme discuté en sec-
tion 3.2.2, p. 40. Par souci de compatibilité avec le cas classique, la partie sémantique de
cet axiome pondéré considére une relation symétrique. Nous montrons que, & ’exception

du cas non informatif pour lequel e = 0 , 8 ne peut avoir d’autre valuation que 1 :

Théoréme 3 (B,) Va €]0,1], V5 € [0, 1], il existe un modéle M = (W, R, s) avec R
symétrique et w € W tels que M, w F ¢ mais M,w ¥ 0,0

Démonstration : Soit o €]0,1] et § € [0,1[. La preuve consiste a construire un tel
modele M. Soit F' = (W, R) un cadre contenant n = Lﬁj + 1 mondes. Soit w,w’ € W
deux mondes de référence et R la relation d’accessibilité symétrique telle que R,, = {w'}

et R, = W. Soit s la valuation valuation telle que :
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(i) « E = pour tout x € W\ {w}
(i) wE ¢

Ainsi M, w' E =0gp : en effet, “T;’%':ﬁ)' = % Par définition de n, n > ﬁ, et donc % <1-p.

Par conséquent, comme w’ est 'unique successeur de w, M, w ¥ O,0g¢.

3.4.4 Axiome (5)

L’axiome (5) classique s’écrit F O — OO et, d’aprés la théorie de la correspondance,
est associé & une relation euclidienne. L’axiome pondéré (5,) s’écrit = Qo — Og04¢ 1l
contient une combinaison de modalités et posséde la spécificité d’avoir une modalité { en
prémisse.

Si ’on considére le cas o @ = 1, on peut en conclure que la compatibilité avec le cas
classique impose d’avoir § =y = 1.

Notre objectif est donc d’examiner s’il est possible d’avoir une meilleure valuation,
notamment parce qu'il serait plus pertinent que « soit augmenté (cf. section 3.2). Par
exemple, pour avoir une conclusion plus riche, il est possible d’augmenter la valeur de 7,
mais cela nécessite de diminuer /3, ou éventuellement d’augmenter o ce qui imposerait une
prémisse plus informative.

Comme pour les théorémes précédents, nous considérons une relation euclidienne, par
compatibilité avec le cas classique. Considérer un ajout de contraintes constitue une pro-
blématique supplémentaire.

Le théoréeme 4 ci-dessous montre que [ est nécessairement égal & 1; ensuite, le théo-
réme 5 montre que le cas ol & < 1 ne permet pas de faire varier v et n’est donc pas

pertinent.

Théoréeme 4 V[ €]0,1], Vy € [0, 1],
vO € {O0,0}, V(W,R),
R euclidienne = Yw € W, si wF Ug O, ¢ alors w Uy Oy ¢

La preuve de ce théoréme repose sur le lemme suivant :
Lemme 1 Y(W, R) tel que R est euclidienne, Yw € W :

Y, v € Ry, Ry = Ry
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Démonstration : [du lemme 1] Soit un modéle (W, R) tel que R est euclidienne, un
monde w dans ce modéle et u,v € R,. Comme wRu et wRv, alors par définition de
I'euclidianité uwRv. Ensuite, pour tout x € R, la combinaison de uRv avec uRx implique

que vRz, c’est-a-dire x € R,, et ainsi R, C R,. On montre de la méme facon que R, C R,,.

Démonstration : [du théoréme 4| Soit 8 €]0,1] et v € [0, 1] deux valeurs numériques.
Soit un modéle M = ((W, R), s) avec R euclidienne, et soit w € W. Comme R est eucli-
dienne, on a Yu,v € Ry, R, = R, par le lemme 1.

Par conséquent, toute formule modale satisfaite dans un successeur de w est satisfaite
dans tous ses autres successeurs, en raison des ensembles de mondes accessibles qui sont
identiques pour tous ces mondes. Ainsi, toute proportion de successeurs de w est représen-

tative de ’ensemble des successeurs. De ce fait, si w F Og O~ ¢ alors w F Oy O ¢.

Ce théoréme montre donc qu’il n’est pas intéressant de modifier la valeur de (8 ou
d’augmenter la valeur de v : 8 = 1 peut étre déduit de tout 3 si la relation est euclidienne.
La question qui se pose alors est de savoir si faire décroitre la valeur de « permet
d’enrichir la conclusion, de la forme [J;(~¢ avec v < 1. Le théoréme suivant répond par

la négative :

Théoréme 5 (5,) Va € [0,1], Vy € [0,1], 4 existe un modeéle M = (W, R, s) avec R
euclidienne et w € W tels que M, w F Qqp mais M, w ¥ 10~ p.

Démonstration : Nous construisons un tel modéle pour prouver le théoréme. Le principe
repose sur le fait qu’une relation euclidienne apporte une information riche : pour tout w’ €
R, Ry € R,v. Ainsi, il n’existe pas de garantie que les mondes validants appartiennent
exclusivement & R, et non & R,.
Plus précisément, étant donné a et « dans [0, 1[, soit n, m € N* tels que 7~ > 1—7 et

F = (W, R) un cadre contenant n+m+1 mondes. Soit w un monde de référence dans W, R
et s tels que :

(i) [Roy| =mn

(i) V' € Ry, Ry = W\ {w} et w' E ¢

(iil) V' & Ry, Ry = W\ (Ry U{w}) et w' E —p
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Par construction, R est euclidienne.

Ona%:1>l—aetdoncw#0ag@.
De plus, Yo' € Ry, % = n <1 — . Alnsi ' ¥ Oy et w F 010y

Pour améliorer ce résultat et proposer une valuation pertinente, il est possible d’ajouter
des contraintes sur la relation. Néanmoins 'influence d’un tel changement sur la relation, et
donc le cadre, est conséquente. Par exemple, imposer la transitivité force la relation entre
un monde et les successeurs de ses propres successeurs. Plus formellement, par transitivité

et euclidianité, on a le lemme suivant :
Lemme 2 Y(W, R, s), tel que R est transitive et euclidienne :

Yw e W, V' € Ry, Ry = Ry

Démonstration : Soit un modeéle (W, R, s) tel que R est transitive et euclidienne, et soit
w € W. La preuve de ce lemme découle directement de la définition des deux propriétés :
e si R est transitive : Vv € Ry, Ry, C Ry
e si R est euclidienne : Vv € Ry,, Ry C R,

Ainsi, si un monde w valide {0, tous les mondes w’ € R,, valident également cette
formule, donc w E 1 Qq .

Toutefois, un tel choix signifie que I’on examine, par rapport & 'axiome classique, une
éventuelle variante dans laquelle on impose des contraintes additionnelles & la fois sur la
prémisse, de la forme ¢, avec a < 1, et sur les cadres de Kripke considérés, de la forme
R euclidienne et transitive.

De ce fait, et bien que cette éventuelle variante puisse peut-étre conduire & une conclu-
sion plus riche [y Qgp, avec f < 1, elle réduit sévérement le pouvoir de satisfiabilité de
I'axiome, dont les conditions d’application semblent trop restrictives et difficile & valider.

Par conséquent, nous excluons cette proposition.

3.5 Type II : axiomes pondérés avec correspondance clas-

sique

Les axiomes appartenant au type 11 donnent une forme relachée de leur version classique

et peuvent étre établis selon la méme contrainte sémantique : la contrainte classiquement
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associée est préservée et suffisante pour donner aux poids des valeurs pertinentes. Ce prin-
cipe s’applique tout particuliérement au cas des axiomes qui sont associés & une relation
non contrainte, l'axiome (K) et les axiomes normaux, mais aussi I’axiome (D), comme

discuté successivement dans les sections suivantes.

3.5.1 Axiome (K)

La variante pondérée de I’axiome (K) prend la forme suivante :
Théoréme 6 (K,) Vo, € [0,1]

FOu(p = 9¥) = (Ogp — 049)  avec v = max(0,a + 5 — 1)

Démonstration : Soit F' = (W, R) un cadre, s une valuation et w € W.
Si Ry, = 0, w valide trivialement les trois formules modales de la formule, qui est valide.
Si |Ry| > 0, la preuve consiste a appliquer le modus ponens dans les mondes pour
lesquels ¢ — 1) et o sont toutes les deux validées : Ry, (¢ — ) N Ry () C Ry ().

Par définition du cardinal de I'intersection ensembliste :
|Ru (¢ = ) N Ry(p)| = [Ru(p = )| + [Ru(p)| — [Ruw(p — 1) U Ry(p)]
Comme |Ry| > |Ry(p — ¥) U Ry(p)], on a :

[Rw(¥)| = |Ru(e = 1) N Ru(p)|
‘Rw(@ - ¢)’ + |Rw(90)‘ - ’Rw‘

v

Donc‘R}“%MZa—i—ﬁ—l.

| Rl

3.5.2 Axiomes normaux

Les axiomes normaux offrent des régles de manipulation de la modalité pour la factoriser
et la distribuer sur la conjonction et la disjonction. Nous les étudions selon I'opérateur

logique qu’ils manipulent.

Conjonction : distribution et factorisation L’axiome classique (NA1) s’écrit - O(pA
) + (Op A Oy). La version pondérée de cet axiome est donnée dans le théoréme 7.
Théoréme 7 (NA1,)

Va €[0,1], FOalpAY) = (Hap Alat)
vB,v € 10,1], F (g ANOyp) = Oa(p AY)  avec o = max(B + v —1,0)
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Démonstration : Soit F' = (W, R) un cadre, s une valuation et w € W. Si R,, = 0,
w valide trivialement chaque implication.

St w E Ou(p A1), alors comme Ry, (0 A1) = Ry(p) N Ry(1) € Ry(p), on obtient

R A )| _ [Rul(@)
SR T IR

ce qui implique que w F Oyp. De la méme maniére, comme, R, (¢ A ) C Ry, (1), on a
w E Outp. Ainsi w E Oap A Ogtp.
Supposons que w = Lgp A Ly1p. En utilisant la définition du cardinal de l'intersection

ensembliste, on a :

[Bu(e AD)| _ [Bu(p) N Ru(@)] _ [Ru(@)] + [Ru(¥)] = [Ru(p) U Ry (¥)|
| R | Rl | Rl
Bu(@)| |, [Ru(®)]  |Rul
B ‘Rw’ ’Rw‘ ’Rw‘
> f+y-1

Cela implique que w F Oy (@ A ¢) avec « = max (S + v — 1,0).

Factorisation de la disjonction I’axiome (NA2) traite du cas disjonctif, permettant
de manipuler les modalités par factorisation : F (O V O¢) — O(p V ¢). L'extension

pondérée de cet axiome est donnée par le théoréme 8.
Théoréme 8 (NA2,f) Vo, € [0,1]

F(OapVOgY) = Oy(@ V)  avec vy = min(e, §)

Démonstration : Soit un cadre F' = (W, R), s une valuation et w € W. Si R,, = 0,
w valide trivialement les trois formules modales et donc I'implication.

Si |Rw| > 0, la preuve découle des faits suivants : Ry, (¢ V ¢) = Ry(p) U Ry(¥),
Riy(p) C Ru(p) U Ry(¥) et Ry(1) € Ru(p) U Ru(¥).

Siw F OapVOgy, deux cas peuvent étre distingués : soit w = Ly et donc [Bu(@URw ()|

|Ruw|

% > «; soit w F g1, et, de maniére identique, W > .
Par conséquent, dans les deux cas, W > min(a, ).

>
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Distribution de la disjonction La réciproque, qui correspond & une distribution de
Popérateur V n’est pas valide en logique modale : ¥ O(¢ V ¢) — (O vV Ov). Néanmoins,
nous choisissons de nous intéresser 4 une version pondérée de cette formule, qui peut s’écrire
Oa(e V1) = (Oge v O,9). En effet, un tel axiome permet de discuter le triplet (a, 3,7),
dans une perspective de caractérisation de la relation entre ces trois valeurs. Une forme

générale peut, dans cette optique, s’écrire :
Théoréme 9 (NA2,d)

FOu(eVY) = (OgpVvOw)  avec a < B+

Démonstration : Soit un cadre F' = (W, R), s une valuation et un monde w € W. Si
R, = 0, w valide toute formule modale par définition, et donc I'implication.

Sinon, la preuve se base sur les propriétés ensemblistes de cardinalité :

[Bu (@ V)| = [Ru(p) U Ruy(¥)] = [Ruw(@)] + |Ruw(¥)] = [Ruw(e) N Ru(9)]

ce qui induit que a < 3+« en divisant les deux cotés de 'égalité par |R,|.

Néanmoins, on ne peut garantir une valuation plus précise des poids : la distribution
de la disjonction nécessite de répartir v entre la valeur de 8 et celle de . Il n’existe en

effet aucun moyen pour décider quelle quantité revient auquel de ces degrés.

3.5.3 Axiome (D)

L’extension pondérée de l'axiome (D), qui correspond classiquement & une relation
sérielle, permet de mettre en relation les deux modalités pondérées, Ll et On, complétant

la propriété donnée par la Proposition 2.4.3, p. 34, en traitant sa réciproque :

Théoréme 10 (D,) VF = (W, R),
R est sérielle

< Va€]0,1] et Ve €]0,a] FFEOup = O1-ate®

Démonstration : Soit F' = (W, R) un cadre avec R sérielle. Soit s une valuation, w € W

et a €]0,1]. Si w F Oy, comme R est sérielle, alors on a R, # 0 et “T}%M > «a. De ce

wl

fait, ‘}Tﬁfﬁ)l > a — € pour tout € positif. Cela implique que w F Q1_qte.
Réciproquement, si on suppose que (D, ) est valide pour tout « et tout ¢, la relation est
nécessairement sérielle. En effet, en appliquant la théorie de la correspondance classique,

si R n’est pas sérielle, I’axiome est contredit par la valeur o = 1 + €.
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Il faut toutefois noter que, la valeur a = 0 étant non informative, en raison de la
sémantique associée comme détaillé en section 3.2, nous n’en tenons pas compte. Le cas
oll & constitue un cas trivial pour lequel aucune valeur de € ne peut étre considéré.

Cette remarque nous permet de considérer que la version pondérée de cet axiome en
améliore 'informativité : méme dans le cas ou l'informativité de la prémisse est réduite,
c’est-a-dire pour un monde w tel que w F U, avec a < 1, la conclusion n’en est pas moins
riche, au contraire w F Q1_q1c¢ est plus informative que le { classique. Cela est lié au
fait que les modalités classiques ont un pouvoir d’expressivité plus faible que les modalités
pondérées, car elle ne portent aucune précision sur la quantité de mondes validant ou

invalidant une formule.

3.6 Type III : axiomes pondérés sans correspondance

Les axiomes appartenant a cette troisiéme catégorie sont définis comme pondérés sans
correspondance, c’est-a-dire que s’ils permettent d’assouplir la modalité, c’est au détriment
de la théorie de la correspondance : I’axiome pondéré n’est ne suffit pas & imposer aux
cadres de Kripke de respecter les contraintes liées. En effet, malgré ’ajout de contraintes
nécessaire a 1’établissement des variantes pondérées des axiomes, 1’équivalence n’est pas

maintenue. Nous présentons successivement le cas de I’axiome (C) et celui de I’axiome (4).

3.6.1 Axiome (C)

L’axiome (C) F 0Oy — OOy, classiquement en correspondance avec une relation
convergente, contient une double combinaison de modalité en prémisse et en conclusion.
L’extension pondérée de cet axiome comporte donc quatre poids et s’écrit : ¢ Lgp —
D Qarp-

Tout d’abord, afin d’affaiblir la contrainte de la prémisse, le cas ol @ = 1 est consi-
déré : ainsi, la seconde modalité peut étre pondérée de maniére pertinente, ce qui enrichit
I’axiome par rapport au cas classique tout en conservant la contrainte classique. Cela fait
une différence avec 'axiome (4) discuté par la suite, pour lequel la contrainte sur la relation

doit étre renforcée. Le théoréme 11 présente cet axiome pondéré.

Théoréme 11 (C,) VF = (W, R),
R est convergente

= Vs, Yw € W avec w non aveugle, VB €0, 1], Ve €]0, 3]
<W, R, S>, w E <>1D5<p — D‘%Ol,5+5¢

w]l
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D
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F1cUurE 3.1 — Exemple de cadre pour montrer que la réciproque du théoréme 11 n’est pas

vraie, comme établi dans le théoréme 12.

Notons que si w est aveugle, alors on a w F U,¥ pour toutes les valeurs « et toutes les
formules v, en particulier ¢ = O1_g4.p. De ce fait, w valide I'implication du théoreme,

bien que la valeur du poids ‘R—ll ne soit pas définie.

Démonstration : Soit un modele M = (W, R, s) tel que R est convergente. Soit un
monde w € W non aveugle, 8 €]0,1], € €]0, 3].

SiwE O10p¢, alors Ry, # 0 et 3w’ € Ry, tel que w’ F Ogep.

Comme R est convergente, R, # () : en considérant deux fois wRw' et wRw’, il existe
x tel que w' Rx. Comme [ > 0 et € €]0, 5], par une preuve similaire a celle utilisée pour le
Théoréme 10 (D, ) page 53, en utilisant une hypothése de sérialité locale, ce qui signifie
qu’aucun successeur n’est aveugle, w’ F Ogy implique que w’ F O1_g4c¢.

De cette fagon, Ry(O1-g1ep) # 0, donc wkF O _1 O1_g1c0.

[Ru|

Néanmoins, la réciproque n’est pas vraie : si I’on suppose axiome (C,), la relation

n’est pas nécessairement convergente. Ce résultat est donné par le théoréme :

Théoréme 12 (C,) Pour tout ¢, il existe un cadre F' = (W, R) dont la relation R n’est
pas convergente et tel que VB € [0,1],Ve €]0, 5], pour tout monde w € W, F = {100 —
0 s <>1—B+6§0'

[Ru|

Démonstration : La figure 3.1 donne un exemple de tel cadre, pour lequel W =
{u,v,z,x,y} : la relation R n’est pas convergente puisqu’il n’existe pas de successeur
commun aux deux mondes x et v. Soit ¢ une formule quelconque.

Soit une valuation s et deux poids [ et & dont les valeurs sont telles que 8 €]0,1] et
e €]0, f]. Soit la formule ¢ = {109 — Dﬁol,ﬁﬁw qui reprend la formule considérée.

La démonstration qui suit montre que F' F ¢ en considérant chaque monde successivement.
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Si u ¥ O10gy, alors uw = 1. Dans le cas contraire, comme R, = {x,v}, on a soit
x F Qg soit v F Ogp. Dans le premier cas, on montre que x F Q1_g 4., par une preuve
similaire & celle du théoréme 10 (D, ) page 53, en considérant que la relation d’accessibilité
est localement sérielle. On en déduit que u F Dﬁol,ﬁﬁcp. Dans le second cas, on a de
méme v F Q1_g4cp et donc u F Dﬁol_ﬁﬁw.

Si x 7 O10g¢p, alors x F 9. Dans le cas contraire, comme ¥ est le seul successeur de z,
alors y F Ogep. On a ainsi, par la méme preuve que pour le Théoréme 10 (D,) page 53, mais
en considérant une sérialité locale pour la relation, y F §1_g4-¢. Donc x = D\Rilxl O1—B4et-

La méme preuve peut étre donnée pour le monde v dont le seul successeur est z, tout

comme y et z qui sont leur propre successeur.

3.6.2 Axiome (4)

L’axiome (4), qui s’écrit - Oy — OO, est classiquement équivalent & la transitivité
de la relation. Nous proposons d’en étudier 'extension pondérée : = Uy — Ugllyep.
Le probléme qui se pose est donc de déterminer les valeurs appropriées pour § et ~y, étant
donné une valeur de «. Le théoréme ci-dessous montre que la seule condition de transitivité

de R n’est pas suffisante pour que les valeurs des poids soit pertinentes.

Théoréme 13 Vo € [0, 1], il existe un modéle M = (W, R, s) avec R transitive et w € W
tel que M,w E Oy et M,w E 0101 —¢.

Démonstration : La démonstration consiste & construire un tel modéle M. Etant donné
a < 1, soit m,q € N* tels que a < m/(m + ¢) (un tel couple existe car « # 1). Soit W un
ensemble de 1+ ¢ +m mondes et w € W un monde de référence. Enfin, soit R la relation
binaire définie sur W x W et s la valuation telles que :
(i) R = W\ {u}
(i) |Ru()| = m
(iii) |Rw(—¢)| = ¢, on note w, un monde de R, (—¢p).
(iv) Vu € Ry, Ry = {wy}
Par construction, R est transitive. Un tel modeéle est illustré par la figure 3.2 pour a = 2/3,
avecm=2et q=1.
En notant M = (W, R, s), on a M, w F O, /(;n44)%- Ainsi, par gradualité décroissante,
M, w E Ogp.
De plus, comme Yu € R,,, M,u E O;—p, on a M, w E Oy0;—.
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FIGURE 3.2 — Modéle illustrant la démonstration du théoréme 13 pour o = %

Ce théoréme induit que pour v > 0 il n’existe pas de 3 > 0 tel que M, w F Ogll, .

Par conséquent, la transitivité n’est pas une condition suffisante pour avoir des garan-
ties sur les valeurs de S et . Il est donc nécessaire de renforcer la contrainte de la relation
en ajoutant une nouvelle propriété : le théoréme 14 ci-dessous considére le cas de 'euclidia-
nité. En effet, cette propriété permet d’éviter 'apparition de mondes puits, comme ceux
appartenant a Ry, (—p) dans la démonstration précédente. La transitivité est conservée afin
de préserver la compatibilité avec le cas classique, obtenu lorsque les poids sont égaux a 1.

Cela améne au théoréme :

Théoréme 14 (4,) VF = (W, R),
R est transitive et euclidienne
= Vae€|0,1], FEOup — 0100

Démonstration : Cette démonstration repose sur le fait que, pour une relation eucli-
dienne et transitive, le modéle possede la propriété V' € Ry, Ry = Ry, (voir lemme 2
p. 50). De ce fait, pour toute valuation s et pour tout a € [0,1], si w F Oy, alors

tous les mondes accessibles w’ € R,, valident également w’ F [,p. Par conséquent, on a
wFE O 0.

L’axiome alors obtenu est particuliérement fort, étant donné la valeur du poids de la
premiére modalité en conclusion, qui est maximale. La seconde modalité de la conclusion,
quant & elle, porte la valeur a qui correspond au poids donné en prémisse de 'implication.
Cette valeur « est pertinente et ne peut qu’étre diminuée par gradualité décroissante. De

fait, une version de cet axiome dont la derniére modalité pondérée est d’une valeur plus
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FIGURE 3.3 — Exemple de cadre qui contredit la réciproque du théoréme 14, comme montré

par le théoréme 15.

élevée ne peut pas étre considéré, ce qui signifie qu’il n’y a pas d’amélioration possible du
pouvoir de manipulation de la version proposée.

11 est important de noter qu’a I'inverse du cas de ’axiome (5), discuté en section 3.4.4,
p- 48, la contrainte de la relation est renforcée mais la prémisse de I'implication est relachée :
elle ne nécessite que Uy au lieu de Uy .

Néanmoins, la réciproque n’est pas vraie :

Théoréme 15 (4,) Il existe un cadre F' = (W, R) avec une relation R non euclidienne

tel que pour toute valuation s et Vo € [0,1], (F,s) F Opp — 0100

Démonstration : La démonstration construit un tel cadre, illustré sur la figure 3.3 qui
représente un exemple de modeéle avec W = {u,v,w} : la relation est transitive mais non
euclidienne. En effet, la relation wRv, qui est requise car on a uRw et uRv, n’est pas
présente.

Soit s une valuation quelconque et a € [0,1], notons v = Oy — 0;0,p. Dans
cette preuve, chaque monde est considéré successivement. Tout d’abord, nous examinons
le monde v : si v ¥ Oy, v E 9. Dans le cas contraire, comme R, = {v,w} et w F O, car
w est aveugle, tous les successeurs de v valident la formule Oy p. De ce fait, v F 010, et
donc v valide .

Le cas du monde u est identique : si u F Uy, alors u E 1. Au contraire, comme
R, = Ry, u F Oy induit que v F Oyp. De plus, w F O, car w est aveugle. Ainsi tous
les successeurs de u valident [y, et donc u F .

Enfin, puisque w est aveugle, w valide toutes les formules modales de 'implication.



3.7. Type IV 59

3.7 TypelV : axiomes pondérés avec correspondance enrichie

Les axiomes pondérés de type IV sont définis comme des extensions pour lesquelles
une contrainte modifiée peut étre considérée. La différence avec le type III réside dans le
fait que, pour le type IV, la correspondance peut étre établie. Deux types de modification
sont envisagés : la propriété classique peut étre supprimée, menant & une relation moins

contrainte, ou de nouvelles propriétés peuvent étre ajoutées afin d’enrichir la contrainte.

3.7.1 Axiome (CD)

L’axiome (CD), classiquement en correspondance avec la fonctionnalité de la relation,
établit que - O — Oep.

Les versions pondérées de cet axiome sont établies par les propositions données en
section 2.4.3, p. 34. En effet, conformément & la sémantique proposée, la proposition 2.4.3
permet d’établir F Qnp — 1_4p. Comme cette version ne nécessite pas de contrainte sur
la relation, la correspondance est trivialement établie.

La deuxiéme proposition de la section 2.4.3 indique que l'on a F Qnp — D‘Tzlgo pour
toute relation et tous les mondes w (si w est aveugle, le coefficient 1/|R,,| n’est pas défini,
mais w valide toute formule modale [(J,1). Comme établi, le cas ott « = 1 donne un résultat
bien plus informatif : il rejoint I’axiome classique dans lequel la modalité en conclusion est
équivalente & [1;. L’axiome établi dans cette section, cependant, pour o = 1, indique que
010 — L. Cela illustre les différents facteurs d’influence des pondérations sur les axiomes
classiques : si ’ajout d’un poids peut assouplir un axiome, le cas présenté ci-dessus montre
qu’un axiome trop assoupli perd en information. En effet {1 est moins contraint que O,
mais induit une conclusion trop pauvre.

Notons que dans les deux cas cités, renforcer la prémisse, imposant d’avoir ¢,y au lieu
de O, permet de supprimer la propriété de fonctionnalité de la relation : si a % 1 alors il
existe nécessairement plus d’un successeur au monde de référence, ce qui est incompatible

avec la fonctionnalité.

3.7.2 Axiome (C4)

L’axiome (C4,) illustre le cas d’un renforcement de la contrainte de la relation : dans
le cas classique, cet axiome, noté = OOy — O, est équivalent & la densité de la relation.
Nous proposons d’en donner la forme pondérée U,Lge — U, ¢.

Comme exprimé par le théoréme ci-dessous, la densité seule ne suffit pas a garantir des
valeurs pertinentes pour les poids. En effet, pour toute valeur de « et 3, on peut construire

un modéle pour lequel v = 0.
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FiGURE 3.4 — Contre-exemple pour le théoréme 16 pour a = %

Théoréme 16 Yo € [0,1[,Vf3 € [0, 1], il existe un modele M = (W, R, s) avec R dense et
w e W tels que M,w F O,Ugp et M,w E Oy—o.

Démonstration : Dans cette preuve, nous proposons de construire un tel modeéle. Etant
donné a € [0,1] et 5 € [0,1], soit n € N tel que n > a/(1 — «). Soit W un ensemble de
n + 2 mondes, wy et wy deux mondes distincts de W, R la relation et s la valuation telles
que :

(i) Mywa E ¢
(ii) Yw € W\ {w2}, M, w E =
(i) Ry, = W\ {wa}

(iv) Yw € W\ {w1}, Ry = {wa}
Par construction, R est dense. La figure 3.4 donne une illustration de ce contre-exemple,
dans le cas ou o = 0.75.

Ainsi Vw € W\ {w1}, on a M,w FE Oy, qui implique, par gradualité décroissante,

M, w E Ogep. De ce fait :

| R, () n
R, (O = = >
| 1( ,BSO)| n ’Rw1’ n 1 - a

= M,w FO.gp

Toutefois, M, w; £ O;—, ce qui induit que By > 0 tel que M, w; E Oy .

Par conséquent, pour garantir une valeur strictement positive pour -, nous considérons

des contraintes additionnelles sur la relation. dans le tableau 77 p. 7?7, Deux ensembles de
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propriétés peuvent étre ajoutés, menant a deux extensions pondérées possibles pour (C4,).
Ces deux versions différent par l'informativité de leur conclusion et la contrainte de leur
prémisse, ces éléments étant nécessairement corrélés en raison de la succession de modalités
qui apparait dans la forme de ’axiome, comine discuté dans la section 3.2.2, p. 40.

La version la plus contrainte est établie dans le théoréme ci-dessous. Nous soulignons
que la compatibilité avec le cas classique est préservée, la densité étant conséquence de

Peuclidianité.

Théoréme 17 (C4,) VF = (W, R),
R est transitive et euclidienne
& Va€)0,1],V8 € [0,1], FEO,0gp — Oge

Démonstration : Soit (W, R) tel que R est transitive et euclidienne, soit s une valuation
et o, B €]0,1] (si B = 0 alors gy est valide, et donc I'implication I'est aussi). Enfin, soit
un monde w € W.

Si R, = (), w valide trivialement toutes les formules de I’axiome et donc I'implication.
Pour cette raison, on suppose par la suite que |R,,| > 0.

Siw ¥ OUge, alors w valide I'implication.

Siw F O,0ge, alors une proportion a > 0 de mondes accessibles depuis w valide Ulge.
[Ru ()]

[Ru
Ry, Ry = Ry (cf. lemme 2, p. 50). En particulier, R, = R,, et donc w F Ogep.

Soit w un tel monde : > B. Comme R est transitive et euclidienne, on a Vw' €

La réciproque est montrée par contraposée : pour tout cadre (W, R), si la relation R
n’est pas transitive ou n’est pas euclidienne, il existe «, [ ainsi qu’une valuation set w € W
tels que w ¥ U, — Ugep.

Soit W un ensemble fini de mondes et R une relation non transitive (il existe donc
u,v,w € W tels que uRv A vRw A —uRw) ou non euclidienne (dans ce cas aussi, il existe
u,v et w sont aussi tels que vRu A vRw A —uRw). On peut traiter similairement les deux
cas qui sont identiques. Soit o = ﬁ et 8= ‘R—lv‘. Enfin, soit une valuation s telle que :

(Hwk e
(ii) Vo € W\ {w}, z ¥ .
La figure 3.5 donne un exemple d’un modéle.

Les assertions suivantes sont donc vraies :

e u F 1y car le seul monde validant ¢, w, n’est pas accessible depuis u. Cependant
u ¥ Ogp.

e v F gy parce que w € Ry et wk ¢

e u = [,Ugp parce que v € Ry, et v = Lgyp
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FiGurke 3.5 — Cadre illustrant la preuve du théoréme 17.

Nous soulignons le fait que sans la transitivité et ’euclidianité, d’autre valeurs perti-
nentes sont possibles, mais s’appuient sur une valeur plus élevée en prémisse : le prochain
théoréme traite du cas de la shift-réflexivité (qui induit la densité). La prémisse de I'im-
plication devient ici de la forme .0, ce qui en fait une version plus riche que le cas

général [1,Ugp considéré dans le théoréme 17.

Théoréme 18 (C4,) VF = (W, R),
R est shift-réflexive
< Va€]0,1], FEOJO0 — Oup

Démonstration :  Soit (W, R) un modéle tel que R est shift-réflexive. Soit s une valuation
et a €]0,1]. Soit un monde w € W. Si R,, = (), alors w valide trivialement toutes les
formules de l'implication. Nous considérons dans la suite que |R,,| > 0.

Si w K 01, alors w E QU1 — Haep.

Si w F 0,01, comme R est shift-réflexive, pour tout w’ € Ry, tel que w’ F Ui, on a
w' E . Par conséquent, Ry, (1) C Ry(p). On peut en déduire que :

o< | Bu@ig)] _ |Ru()]
‘Rw| |Rw|

Aussi w F Oye.

La réciproque est montrée par contraposée : si la relation n’est pas shift-réflexive, alors
Paxiome (C4,) n’est pas validé. Soit W un ensemble fini de mondes et R une relation non
shift-réflexive. Soit w € W et w’ € Ry, tels que w’ € R,,. Soit s une valuation telle que
wHpetVee W\ {w},zF e
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De fait, on a w ¥ Oy a cause de w’, cependant on a aussi w F ;0 ¢. Ainsi, en posant

a =1, alors w F 0,0 mais w ¥ Oy, ce qui implique que w ¥ (C4,,).

3.8 Discussion

L’analyse de la question de la pondération des axiomes et de leur correspondance séman-
tique présentée dans ce chapitre permet d’établir 'ensemble des formules que le tableau 3.2,
p- 45, récapitule en leur associant la contrainte correspondante sur la relation ainsi que

leur type.

Cette étude a été effectuée en considérant chaque axiome individuellement, indépen-
damment des autres. Nous ébauchons ici I’examen de leur prise en compte simultanée, et
les conséquences qu’elle provoque sur d’éventuelles versions pondérées des systémes mo-
daux classiques : fondés sur un sous-ensemble d’axiomes (cf. section 1.1.5, page 13) : on
peut constater que dans les cas ol la correspondance classique est modifiée, les systémes

modaux le sont également.

C’est par exemple le cas du systéme classique S4, qui regroupe les axiomes K, D,
T et 4. Nous avons établi que l'axiome 4 n’est pondérable qu’a condition d’ajouter la
contrainte d’euclidianité & la transitivité qui lui est classiquement associée. Considérer
I’euclidianité impose d’avoir également 'axiome 5 ajouté au systéme. Méme si ce dernier
est impondérable, cette observation conduit & s’interroger sur la définition d’un éventuel
systéme S4 pondéré, d’autant plus que la correspondance n’est pas établie pour ’axiome
4, : la question des propriétés des modéles dans une axiomatique l'incluant est & traiter

avec rigueur.

Selon des principes similaires, on peut noter que tout systéme modal pondéré inclut
d’office ’axiome CD,, car celui-ci n’est conditionné par aucune contrainte sur la relation.
Le passage entre ¢ et [J permis par I'axiome CD classique est sémantiquement trés ex-
pressif, mais associé & une contrainte forte sur la relation, qui réduit le nombre de mondes
accessibles & un seul. CD,, qui permet le passage entre Q4 et [J1_, a un pouvoir d’inférence
moins riche mais il est intégré a tous les systémes modaux, dont la richesse d’expression

doit étre considérée globalement.

Ainsi, plus généralement, ces axiomes ouvrent la voie & ’étude de systémes modaux

pondérés, notamment sous ’angle de leur expressivité.
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3.9 Bilan

Ce chapitre a présenté ’étude approfondie que nous avons faite des axiomes de la logique
modale afin d’en proposer des variantes pondérées, vis-a-vis de la sémantique proposée dans
le chapitre précédent. En effet, il est indispensable de tenir compte de cette sémantique pour
définir des valeurs pertinentes des poids, ouvrant a la voie & ’examen des répercussions de
cette sémantique sur la théorie de la correspondance.

Nous avons organisé ces axiomes pondérés dans une typologie définissant quatre catégo-
ries, autour de trois axes de comparaison : la possibilité ou non d’effectuer la pondération,
I’éventuelle modification de la propriété de la relation classiquement associée & l’axiome,
que la pondération nécessite ou autorise et, réciproquement, 1’éventuelle équivalence entre
tout modeéle respectant la ou les contraintes et ’axiome.

Nous avons effectué cette analyse dans le cadre des logiques modales pondérées géné-
rales, sans nous restreindre & une lecture spécifique de la modalité. Dans la partie suivante,
nous nous concentrons sur le cas d’une modalité de croyances afin de définir et manipuler

formellement des croyances graduelles.



Deuxiéme partie

Logique doxastique graduelle
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Introduction

Alors que la premiére partie a considéré la question des logiques modales pondérées
de facon générale, nous nous intéressons, dans cette seconde partie, au cas particulier de
la manipulation de croyances pondérées : nous considérons la question de la définition
d’une logique des croyances dont nous voulons proposer une extension graduelle, en nous
inspirant de la logique doxastique. En effet, celle-ci ne permet que de distinguer les deux
cas « croire que » et « ne pas croire que ». La formalisation de croyances pondérées doit
permettre de représenter « croire & un degré a » ol « est une valeur numérique, permettant
de moduler finement les croyances et d’accroitre ’'expressivité du modéle, a la fois en termes

de représentation et de raisonnement.

Le modéle de représentation que nous proposons repose sur une sémantique ensem-
bliste des croyances, qui se situe dans le courant représentationaliste de 1’épistémologie, en
considérant le cadre pondéré de la théorie des sous-ensembles flous : les degrés de croyance
sont interprétés comme des degrés d’appartenance & 1’ensemble des croyances de 'agent,

défini sur ’ensemble des formules bien formées de la logique propositionnelle.

Nous examinons ensuite les régles de manipulation des croyances graduelles qui dé-
coulent de cette représentation, a la fois en donnant une lecture doxastique des propriétés
issues de la théorie des sous-ensembles flous et en étudiant ’expression, dans le formalisme
flou, d’une extension graduelle du raisonnement doxastique, en particulier les axiomes nor-

maux ainsi que K, D, 4 et 5.

De plus, nous mettons en regard les formules ainsi obtenues avec les variantes pon-
dérées d’axiomes établies dans le chapitre 3, en particulier (KD45), : nous comparons
ainsi une approche dédiée au cas de la manipulation de croyances graduelles et une ap-
proche consistant & particulariser les définitions associées aux logiques modales pondérées
générales.

Cette partie est organisée comme suit : le chapitre 4 enrichit ’état de ’art de la partie
précédente en détaillant les formalismes existants pour la représentation et la manipulation
de croyances non binaires, & la fois de points de vue philosophiques et logiques. Le chapitre 5

formalise le modéle ensembliste flou que nous proposons pour représenter des croyances
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graduelles et de discuter "aspect doxastique des propriétés qui en découlent

Le chapitre 6 examine les conséquences de l'interprétation proposée pour la construction
du raisonnement doxastique graduel : il propose un ensemble de régles de manipulation
pour les croyances graduelles dans le formalisme flou, en considérant la conjonction, la
disjonction, 'implication et 'introspection, c¢’est-a-dire en étudiant les axiomes classiques
de la logique doxastique (les axiomes normaux et K, D, 4 et 5) dans le cadre flou et en les
comparant a leurs variantes pondérés (KD45),. Enfin, le chapitre 7 étudie le cas particulier

de la négation appliquée & des croyances graduelles.



Chapitre 4

Etat de ’art : formalisation de la

croyance

La seconde partie de ces travaux étant centrée sur la formalisation de croyances gra-
duelles, nous proposons d’enrichir 1’état de l’art présenté dans le chapitre 1 : nous nous
intéressons a la notion méme de croyance et a la facon dont les croyances sont congues
et représentées en épistémologie et en logique. Nous examinons également les différents
mécanismes de graduation des croyances, en passant en revue les principaux formalismes

qui permettent de représenter des degrés de croyance.

Ce chapitre est organisé en trois sections. La premiére présente un apercu des travaux
épistémologiques consacrés a la représentation des croyances binaires et non binaires. Le
section 4.2 décrit des modéles formels, logiques, pour la modélisation des croyances binaires

et la section 4.3 présente ceux pour la modélisation des croyances non-binaires.

4.1 Apergu épistémologique

La croyance est une attitude cognitive essentielle pour 1’étre humain, qui permet, par
exemple, d’acquérir des informations, se construire une opinion ou améliorer ses interactions
sociales (Fishbein & Ajzen, 1976). Cela en fait une notion primordiale en philosophie de

Iesprit et en épistémologie. Cette section traite & la fois du cas binaire et du cas pondéré.

Il existe de multiples approches, présentées de facon détaillée dans I'encyclopédie de
philosophie de Stanford (Schwitzgebel, 2015). Un rapide survol est présenté dans la section
4.1.1, le courant du représentationalisme (Dretske, 1988; Fodor, 1990) est détaillé dans la
section 4.1.2 en raison de son réle pour le modéle que nous proposons dans le chapitre

suivant. Enfin, la section 4.1.3 considére le cas non binaire avec des degrés de croyance.
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4.1.1 Des conceptions de croyance

Comme détaillé dans Schwitzgebel (2015), il existe de multiples modéles de croyances,
qui different selon leur interprétation, leur représentation interne, leurs causes et leurs
conséquences sur le comportement humain. Sans prétendre & 'exhaustivité, et de fagon
simplifiée, on peut par exemple citer :

e le dispositionalisme (Marcus, 1990) qui voit la croyance comme influencant la dispo-
sition de 'agent & des comportements ou actions : la croyance concerne uniquement
son attitude quant aux observations au moment ou il les rencontre. Elle n’est pas
internalisée, contrairement au représentationalisme (cf. section 4.1.2).

e linterprétationisme (Davidson, 2001) selon lequel la croyance permet d’interpréter
et de prédire des systémes non modélisables d’un point de vue physique ou biolo-
gique : il conserve 'aspect actif de la croyance entre agent et observation du dis-
positionalisme et ’enrichit par une dimension supplémentaire, car il rend possible
I’observation de ’attitude de ’agent par un agent extérieur.

e le fonctionalisme (Armstrong, 1968), compatible avec le représentationalisme comme
avec le dispositionalisme, selon lequel 'observation de ’environnement conduit &
construire les croyances.

Il existe également des postures plus radicales : I'éliminativisme (Churchland, 1981) réfute
les croyances comme objet d’étude en niant leur existence, l'instrumentationalisme (Den-
nett, 1991), moins extréme, considére que les croyances sont sans intérét en elles-mémes,

mais qu’elles peuvent étre utiles comme intermédiaires pour d’autres analyses.

4.1.2 Représentationalisme : une conception ensembliste des croyances

Nous proposons de nous concentrer sur le représentationalisme (Dretske, 1988; Fodor,
1990) dans la suite de ce chapitre : ce courant considére les croyances d’une maniére adaptée
a la formalisation logique.

Selon cette approche, la croyance est une attitude qui concerne la représentation d’un
fait : une expérience, ou observation, induit la construction d’un ensemble de propriétés
subjectives permettant de représenter 1’observation dans l'esprit de l'individu. Celui-ci
constitue ainsi sa propre description de son environnement, par un ensemble de représen-
tations mentales des faits observés.

Ainsi, lorsqu’un agent rationnel observe un fait dans son environnement, il construit
mentalement une représentation interne de ce fait et la conserve de son esprit. Ainsi, il
peut se faire son propre avis sur le fait en question et alors exprimer sa croyance quant a
I'observation initiale. De cette facon, un ensemble de représentations de faits constitue une

description de ce que l'agent pergoit comme étant sa réalité.
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Cette internalisation des faits induit une conception de la croyance sur laquelle nous
basons nos propositions décrites dans le chapitre suivant : nous proposons que chaque repré-
sentation mentale d’un fait soit formellement considérée comme une formule de la logique
propositionnelle et que les croyances soient congus comme un ensemble de formules logiques
constituant la représentation de ’environnement comme détaillé dans le chapitre 5, qui in-
clut de plus une gradualité. Nous proposons la construction d’un ensemble de croyances

comme sous-ensemble flou de ’ensemble des formules bien formeées.

4.1.3 Introduction de la gradualité

1l existe de nombreux travaux en épistémologie qui discutent de l'intérét de raisonner
avec des croyances modulées. Elles sont par exemple réfutées par Harman (2008) ou Moon
(2017), mais soutenues par Sturgeon (2008) ou Staffel (2013). En particulier, Sturgeon
(2008) développe une argumentation en considérant la croyance comme un concept au
ceeur d’un ensemble d’attitudes épistémiques propres & I’humain liés & la conceptualisation
de la confiance et de la conviction, et montre qu’il est indispensable de la nuancer.

Staffel (2013) illustre 'intérét de gradualiser le raisonnement sur les croyances par
plusieurs exemples. En effet, I'utilisation de croyances binaires ne permet pas de refléter la
réelle complexité des problématiques liées au raisonnement sur les croyances.

Un tel exemple a été évoqué dans I'introduction de ce mémoire, par les cryptozoologues,
qui, respectivement, croient « dur comme fer », « trés peu » ou « pas du tout » & I'existence
des licornes. De méme, on peut considérer un astrophysicien qui posséde des croyances au
sujets de plusieurs éléments liés & I'univers : il croit que le centre de la voie lactée contient
un trou noir supermassif, appelé Sagittarius A*. Il croit également que la vie est possible
sur une autre planéte de I'univers, peut-étre dans une autre galaxie. Ces deux observations
ne sont pas également admises par la communauté scientifique, de ce fait, [’astrophysicien
eut ne pas vouloir y croire avec la méme intensité. Cet exemple illustre le fait que la binarité

des croyances est trop limitée pour étre réaliste.

4.2 Modélisation de croyances binaires : formalisations lo-

giques

1l existe de nombreux formalismes permettant de représenter formellement les croyances.
Dans cette section, nous les passons briévement en revue. Nombre d’entre eux dérivent de
la notion d’état de croyance d’'un agent, ou état épistémique, qui permet de modéliser sa
perception d’une information. De cette facon, les modeéles présentés peuvent étre mis en

perspective avec le formalisme modal en général et le formalisme doxastique ou épistémique
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en particulier.

Cette section présente, dans un premier temps, la logique doxastique et décrit les pro-
priétés de ce cas particulier des logiques modales en complétant les rappels effectués en
premiére partie de ce mémoire. Ensuite, elle présente briévement un modéle de repré-
sentation des croyances, aux propriétés différentes de la logique doxastique : la logique
méta-épistémique, qui permet a un agent de se représenter les croyances d’un autre agent.
Nous omettons la révision de croyance (Gérdenfors, 2003), qui offre un cadre pour repré-
senter les croyances dont la particularité est d’étre dynamique : ce modéle est consacré au

raisonnement séquentiel ou temporel sur les croyances.

4.2.1 Logique doxastique

La logique doxastique (Hintikka, 1962), déja évoquée dans la section 1.1.5, p. 13, est
une logique modale qui interpréte la modalité [ comme une modalité de croyance : Ly se
lit « I’agent croit ¢ ». Les axiomes doxastiques, qui sont communément admis constituent
le systéme appelé KD45.

Ce systeme d’axiomes est classiquement composé des quatre schémas d’axiome, pré-

sentés ci-dessous, ainsi que leur interprétation doxastique associée.

K) | O(¢ = ¢) = (Op — Ov) | Rationalité

(

(D) | Dp — -0O-¢ Cohérence

(4) | Op — 0O0¢ Introspection positive
(5) | "Op —0O-0¢ Introspection négative

L’axiome (K) décrit le phénomene d’inférence interne d’'un agent rationnel au sujet de
ses propres croyances : 8'il croit une régle, alors g’il croit la prémisse, il effectue I'inférence
pour croire aussi la conclusion. L’axiome (D) impose la cohérence d’un agent vis-a-vis de
ses croyances : il lui interdit de croire & la fois une chose et son contraire. Enfin, les axiomes
(4) et (5) expriment le processus d’introspection : ils décrivent la conscience de I’agent pour
ses propres croyances, ¢’est-a-dire s’il croit, ou non, une chose, alors il croit qu’il le croit,
ou non.

Associée a des régles d’inférence classique, comme le modus ponens, ’axiomatisation est
classiquement considérée pour représenter le raisonnement d’un agent rationnel vis-a-vis
de ses propres croyances (Hintikka, 1962).

La sémantique des mondes possibles de la logique modale peut, de notre point de vue,
étre mise en lien avec le représentationalisme. En effet, chaque monde possible peut étre
interprété comme une facon d’appréhender ’environnement par I’agent. Un monde étant un

point de vue contextuel, chacun d’eux représente les déclinaisons possibles de la description
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mentale d’un environnement. Le formalisme modal est donc cohérent avec I'interprétation

représentationaliste des croyances.

4.2.2 Logique méta-épistémique

La logique méta-épistémique (Banerjee & Dubois, 2009) est une formalisation du raison-
nement sur les croyances, basée sur une sémantique particuliére. En effet, ce modéle se base
sur un ensemble de croyances possibles, a partir desquelles des formules sont construites
en utilisant les opérateurs logiques classiques (conjonction, disjonction et négation). Ce
systeme logique considére les croyances comme atomes de son langage, rendant la modalité
doxastique implicite, contrairement aux systémes ajoutant une modalité de croyance aux
formules de la logique propositionnelle.

La particularité de cette proposition est qu'un agent peut raisonner sur les croyances
d’un autre agent : le modéle autorise la définition d’état de méta-croyances.

Une axiomatisation du systéme est aussi proposée, fournissant un ensemble de régles de
manipulation pour ces méta-croyances. Cependant, elle exclut les axiomes d’introspection
afin de ne pas permettre & un agent de raisonner sur ses propres croyances. Ce modéle
s’inscrit donc plutét dans une extension de la logique KD, choisissant d’exclure les axiomes
classiques d’introspection, en refusant de considérer des croyances « d’ordre 2 », ¢’est-a-dire

des croyances portant sur des croyances.

4.3 Modélisation de croyances non binaires : formalisations

numériques

Comme évoqué dans la section 4.1.3, on peut reprocher aux modéles de croyances bi-
naires de manquer d’expressivité. Cette section présente briévement les principaux modéles
de croyances graduelles, qui reposent essentiellement sur le choix d’une structure arithmeé-
tique pour représenter les degrés associés aux croyances : les régles de manipulation des
croyances graduelles sont alors dérivées de la structure considérée. L’entrée « Belief » de
Pencyclopédie de philosophie de Stanford (Schwitzgebel, 2015) propose une présentation

de ces modéles selon un point de vue philosophique.

Probabilités subjectives Les probabilités subjectives constituent une interprétation
des probabilités non basée sur la fréquence observée : elles tiennent compte du jugement
propre a ’agent pour évaluer l'incertitude d’'un événement. Elles conservent néanmoins
les régles de manipulation et de combinaison des probabilités classiques. La notion de

probabilités subjectives permet de représenter ce que ’agent pergoit comme 1’éventualité



74 Chapitre 4. Etat de l’art : formalisation de la croyance

qu’un événement se produise et non sa probabilité réelle. De cette fagon, il peut moduler
sa perception de l'environnement. D’aprés Savage (1972); De Finetti (1974); Smith et al.
(1991), les probabilités subjectives expriment en particulier le niveau des croyances d’un
individu. Un modéle pour des croyances graduelles basé sur des probabilités a été proposé
par Bacchus et al. (1996).

Il faut noter que, les probabilités subjectives sont fortement liées & la véracité des faits,
contrairement au point de vue modal qui considére les croyances comme non factuelles et
donc détachées de la véracité des faits. Castelfranchi et Falcone (2000), qui utilisent la no-
tion de croyance pour définir une forme de confiance comme construction d’un ensemble de
croyances complexes, soulignent que la confiance se définit au-dela des probabilités subjec-
tives : celles-ci ne constituent en effet pas un outil suffisamment puissant pour représenter
et manipuler les éléments qui influencent & la fois la perception et le jugement d’un agent
vis-&-vis de son environnement.

En particulier, la complexité des volets internes et externes de I’état épistémologique
d’un agent rationnel fait appel & la fois & une vision subjective des faits mais également a
toute I'influence extérieure & laquelle il est soumis. Ces niveaux de complexité ne peuvent
étre seulement représentés par des probabilités subjectives car elles n’apportent qu'un point

de vue factuel sur ’environnement.

Possibilités La logique possibiliste de Dubois et al. (1994a) exploite la théorie des possi-
bilités (Zadeh, 1978) pour permettre la manipulation et la combinaison par des opérateurs
logiques d’assertions incertaines, associées & des degrés de certitude.

La logique possibiliste généralisée (Dubois et al., 2012) ’étend et propose une axio-
matisation mise en perspective avec les axiomes de la logique méta-épistémique évoquée
dans la section 4.2.2. Elle offre de la sorte un cadre formel de manipulation de degrés de

croyance.

Fonctions de croyance La théorie des fonctions de croyance (Shafer, 1976) constitue
un compromis entre une approche ensembliste et une approche probabiliste de la représen-
tation de I'incertitude : ce modéle propose de définir la mesure de croyance d’un ensemble
comme la somme des masses de toutes ses parties. La valeur de cette fonction de croyance
correspond & un degré que 'on peut assimiler au niveau de la croyance.

Bien que cette modélisation ne soit pas classiquement utilisée pour le raisonnement
doxastique, elle est cependant proposée pour constituer une sémantique pour une logique
modale des croyances graduelle : Godo et al. (2003) proposent d’utiliser les valeurs at-
tribuées a la véracité d’'une formule doxastique. Ainsi la formule By est plus ou moins

vraie, et sa valeur associée s’inscrit dans le formalisme des fonctions de croyance. En terme



4.4. Bilan 75

d’étude axiomatique, cette proposition adapte le systéme S5 et sort du cadre doxastique.

4.4 Bilan

Ce chapitre a présenté différentes formalisations de la croyance dans différents do-
maines, d’'un point de vue philosophique et d’un point de vue logique, pour des croyances
binaires ou graduelles.

Les modeles présentés pour la représentation de croyances graduelles, ont en commun
d’étre basés sur l'incertitude quant a la véracité des faits. Comme détaillé par la suite, la
notion d’incertitude ne correspond pas & ’approche que nous souhaitons. De plus, nous
nous intéressons & des éléments non factuels, car c’est ce qui fait I'essence, dans la logique
modale, de la notion de croyance.

Considérant ’approche proposée par la suite pour les croyances graduelles, nous pro-
posons d’adapter la conception de la croyance donnée par le représentationalisme avec un
modéle adapté aux croyances graduelles et basé sur un ensemble de représentations internes

de faits stockées dans l'esprit de ’agent.
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Chapitre 5

Représentation de croyances
graduelles : proposition d’un

formalisme flou

Dans le but de formaliser les croyances graduelles, il faut a la fois pouvoir les représenter
et les manipuler. Ce chapitre est consacré & la premiére de ces taches et présente le modéle
que nous proposons pour représenter les croyances graduelles. Formellement, nous notons
une telle croyance graduelle B(p, «), afin de représenter simultanément les trois éléments

qui la constituent :
1. la formule considérée ¢, au sujet de laquelle la croyance est exprimée
2. le type de modalité, une croyance notée B, exprimée au sujet de ¢
3. le degré de croyance «, qui est un coefficient numérique

Avec cette notation, 'exemple « 'agent croit fermement que les licornes existent » s’écrit
B(p,a), ou ¢ est la formule « les licornes existent » et a un degré représentant « ferme-
ment ». La mise en correspondance des termes linguistiques avec des valeurs numeériques
sort du cadre des travaux présentés, on choisit ici, & titre d’exemple, a = 0.8.

Le modéle que nous proposons pour interpréter une telle formule se situe, d’une part,
dans un cadre ensembliste, en accord avec les principes du représentationalisme présen-
tés au chapitre précédent, et d’autre part dans le cadre de la théorie des sous-ensembles
flous (Zadeh, 1965).

La premiére section discute des principes qui motivent 'utilisation d’un formalisme flou
par rapport aux formalismes rappelés dans le chapitre précédent. La section 5.2 présente
le modéle que nous proposons et la section 5.3 donne une lecture doxastique des propriétés

découlant de l'interprétation floue des degrés de croyance.

77
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Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait 'objet des publications (Legastelois

et al., 2016a; Legastelois et al., 2017a).

5.1 Motivations et principes

Nous présentons dans cette section les trois principes visant & établir des arguments
pour l'interprétation des poids que nous proposons : la distinction entre croyance et incer-
titude, la pertinence d’une extension de I’approche représentationaliste des croyances et la

définition de trois modalités induites.

5.1.1 Distinction entre croyance et incertitude

Comme évoqué dans la section 4.3 de I'état de I'art du chapitre précédent, il existe
de nombreux travaux sur les croyances graduelles, qui travaillent principalement sur le
degré de croyance, en considérant différentes structures arithmétiques pour le représenter,
parmi lesquelles nous avons cité les probabilités, les probabilités subjectives, les possibilités
ou les fonctions de croyance évidentielles. Cependant, ces modéles sont principalement
basés sur la notion de certitude que l'agent associe & la véracité du fait considéré, voir
en particulier (Bacchus et al., 1996), et ne se focalisent pas sur le niveau de croyance,
potentiellement indépendant de cette véracité.

En effet, on peut s’attendre & ce que l'incertitude quant a la véracité d’une formule
soit fortement corrélée au niveau de croyance que l'on peut lui associer : il peut sembler
naturel de considérer que plus un degré d’incertitude est élevé, plus le niveau de croyance
sera faible. Par exemple, un agent ayant des doutes sur le temps qu’il fait & Singapour ne
pourrait pas avoir une profonde conviction sur le fait qu’il pleuve la-bas. Réciproquement,
on peut considérer que si un fait est absolument certain, alors sa croyance associée est
hautement valuée.

Toutefois, cette interprétation des croyances basée sur la corrélation entre la certitude
et le niveau de croyance, semble restrictive. D’abord, elle ne tient pas compte de la sub-
jectivité des croyances et de leur composante non factuelle : il se peut qu’un agent n’ait
pas conscience qu’un fait est certain et n’y croie pas. Cette approche échoue également a
mettre en avant d’autres aspects essentiels de la notion de croyance, nous discutons ici les
cas de superstition et de dissonance cognitive.

D’une part, les superstitions conduisent les gens a croire fortement des événements
particuliérement incertains. Par exemple, si un agent trés superstitieux trouve un tréfle a
quatre feuilles, il croira trés fortement en sa chance de gagner a la loterie, ce qui est un

fait intrinséquement incertain.
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D’autre part, la différence entre croyance et certitude peut provoquer une dissonance
cognitive (Festinger, 1962) : cette section rend compte du fait que l'on peut étre amené
a déformer la réalité afin de la rendre conforme & ses croyances. En conséquence, si une
information contredit ses convictions, un agent peut avoir tendance a la rejeter et & chercher
plutot d’autres sources d’information qui abondent dans son sens.

Un exemple classique de dissonance cognitive est ’effet placebo de certains médica-
ments : un médecin peut juger qu’il est trés improbable qu’une traitement soit efficace
mais le prescrire malgré tout. Dans ce cas, la démarche du médecin est rationnelle car il se
base sur des études qui montrent un potentiel effet du médicament. Il veut croire en son
efficacité malgré 'incertitude qui plane sur celle-ci, et dont il est conscient.

Pour ces raisons, nous considérons que les approches basées sur l'incertitude, présen-
tées dans le chapitre précédent, ne peuvent représenter toutes les subtilités de la notion
de croyance. Nous choisissons donc de faire la distinction entre des croyances basées sur
Iincertitude et des croyances graduelles dont le niveau est imprécis.

Un type particulier est également observé lorsqu’un agent raisonne sur les croyances
d’un autre (Banerjee & Dubois, 2009; Dubois et al., 2014) : cette incertitude modélisée
dans un cadre possibiliste (Dubois & Prade, 2011; Dubois et al., 2011) offre une variante
graduelle de la logique méta-épistémique (Banerjee & Dubois, 2009), la ou les travaux

présentés ici se concentrent sur les croyances d’un seul agent.

5.1.2 Extension dans le formalisme flou du représentationalisme

La conception représentationaliste des croyances, qui définit les croyances comme un
ensemble de représentations de faits stocké dans U'esprit de ’agent (Fodor, 1981), peut étre
étendue au cas des croyances graduelles.

Pour cela, nous proposons de substituer I’ensemble classique, qui peut, dans un cadre
formel, donner une représentation mathématique de ’ensemble des croyances de 1’agent,
par un sous-ensemble flou. Celui-ci permet d’associer & chaque description de fait un degré
d’appartenance a 1’ensemble des croyances.

En effet, ’ensemble des croyances stockées dans ’esprit d’un individu peut étre étendu
au cas d’une appartenance non binaire : chaque élément appartient plus ou moins a l’en-
semble de croyance, le degré d’appartenance indiquant son degré de croyance associé.

D’un point de vue formel, le modéle proposé dans la section suivante repose sur un
tel ensemble flou, considéré comme ’ensemble de croyances et pour lequel chaque valeur
d’appartenance est interprétée comme un degré de croyance associé. Ainsi, formellement,
les éléments de ’ensemble de croyances sont des formules logiques qui modélisent ’ensemble

des faits observés par l'agent : les objets manipulés ici sont des représentations formelles
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de ces observations. Par exemple, si 'agent croit fortement qu’une autre planéte abrite des
étres vivants, alors la formule modélisant ce fait appartiendra & un degré correspondant a

I’adverbe « fortement », par exemple 0.8, & I’ensemble de ses croyances.

5.1.3 Un systéme multimodal induit : croyance, semi-croyance et in-

croyance

La modélisation proposée pour les croyances graduelles repose sur 'utilisation d’un
ensemble mathématique comme formalisation de la mémoire : les représentations de faits
accumulées dans l'esprit de ’agent sont des éléments de cet ensemble, dit « de croyances ».
Différents niveaux de croyance sont ainsi représentés, pour chaque degré d’appartenance
dans lintervalle réel [0, 1].

Syntaxiquement, nous proposons de définir trois modalités différentes, correspondant
aux cas de croyance, semi-croyance et incroyance. Ces trois notions représentent trois at-
titudes possibles d’un agent quant a son état de croyance.

Tout d’abord, il peut attribuer une croyance totale, et donc classique au sens modal
du terme, ce qui conduit & une premiére modalité, notée By. Ensuite, on peut définir
une modalité de semi-croyance, modulée par une imprécision quant & l'intensité de la
croyance, celle-ci est notée B, ol « est une valeur numérique encodant la modulation de
la croyance. Enfin, I'incroyance, notée By, désigne le fait que 'agent n’a pas d’avis sur

I’assertion considérée.

5.2 Proposition d’'un modéle ensembliste flou

Nous proposons de formaliser I'interprétation floue de ’ensemble des croyances gra-
duelles d’un agent introduite dans la section 5.1.3, dans laquelle une formule appartient
plus ou moins & cet ensemble de croyances.

Cette section donne la définition que nous proposons puis discute de 'interprétation

des degrés d’appartenance, dans les sections 5.2.1 et 5.2.2 respectivement.

5.2.1 Définitions

Formellement, nous interprétons l’ensemble B des croyances graduelles d’un agent
comme un sous-ensemble flou de 'univers des formules syntaxiquement correctes F : chaque
formule appartient plus ou moins a l’ensemble de croyances B et le degré d’appartenance
est interprété comme un degré de croyance.

Ainsi, en notant pg : F — [0, 1] la fonction d’appartenance a B, on considére

B(p,a) siet seulement si  pp(p) =« (5.1)
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I’état épistémique de 'agent est donc considéré dans une variante pondérée, notam-
ment en basant le raisonnement de l’agent sur cet ensemble de croyances comme sous-

ensemble flou.

5.2.2 Degrés de croyances et degrés d’appartenance

11 est important de noter que les poids ne sont pas considérés comme des degrés d’in-
certitude. En effet, I'utilisation de ce degré d’appartenance permet d’affirmer que le niveau
de croyance indique un niveau d’imprécision quant & la quantification de cette croyance. Il
faut également souligner que le degré d’appartenance n’est pas interprété comme le degré
de vérité de la formule ¢, mais comme la force de la croyance.

L’interprétation des degrés de croyance proposée est basée sur une lecture floue et la
notion sous-jacente d’imprécision en terme de degrés de vérité.

Chaque formule, dans cette interprétation, appartient plus ou moins a I’ensemble de
croyances B. De cette fagon, si I’agent croit totalement un fait, c’est-a-dire g’il le croit sans
aucune restriction, alors la formule correspondante est associée & un degré de valeur 1.
Cette formule appartient totalement a I’ensemble de croyance B. Une formule associée
& un degré de croyance plus faible appartient également plus faiblement a l’ensemble de
croyances.

Cette interprétation floue invite & examiner, d’un point de vue doxastique, deux pro-
priétés majeures de la théorie des sous-ensembles flous : 'inclusion des a-coupes et les cas
particuliers des valeurs aux bornes. Les conséquences de cette interprétation sont détaillées

dans la prochaine section.

5.3 Lecture doxastique des propriétés floues

Cette section propose de s’intéresser & la signification des principales propriétés des
sous-ensembles flous, en terme de degrés de croyance. Nous proposons donc une lecture

doxastique de la notion d’a-coupe et des valeurs extrémes 0 et 1.

5.3.1 a-coupes et gradualité

Pour tout sous-ensemble flou A d’un univers X, et pour tout « € [0, 1], 'a-coupe de A
est définie comme le sous-ensemble classique A, C X contenant tous les éléments dont le
degré d’appartenance est supérieur ou égal & «. Par définition, on a alors Ve, 8 € [0, 1], si
a>f, A, C Ag.

En terme de degrés de croyance, I’a-coupe correspond a ’ensemble classique de formules

que l’agent croit au moins au degré a (expression abrégée en « a-croit »). D’un point de
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vue doxastique, la propriété d’inclusion indique que si a > [, et si I'agent a-croit une
formule, alors il S-croit également cette méme formule : cela correspond a la propriété de
gradualité décroissante qui semble pertinente pour modéliser des croyances graduelles.

Formellement, cette propriété s’écrit :
Vo € F.Va,B € [0,1], B(p,a) = B(p,B) (5.2)

Il est important de noter que cette propriété correspond a la propriété de gradualité dé-
croissante donnée dans la propriété 2, page 34, dans le chapitre 2.

La notion d’a-coupes permet également de définir un raisonnement prudent de ’agent :
il peut choisir d’effectuer un raisonnement binaire classique restreint aux croyances asso-
ciées & un degré minimal qu’il fixe en omettant les distinctions qu’il peut faire entre elles,
en utilisant ’a-coupe B, de son ensemble de croyances.

Si 'agent choisit de raisonner de maniére classique mais accepte de ne pas croire tota-
lement un fait, alors il peut inclure toute croyance comprises entre le niveau maximal du

degré 1 et le degré minimum acceptable pour lui.

5.3.2 Valeurs aux bornes et systéme multimodal induit

L’interprétation floue proposée ameéne également une discussion sur les valeurs limites
des degrés de croyance possibles d’un agent. Les bornes du domaine de définition des
degrés d’appartenance, 0 et 1, jouent un role spécifique en théorie des sous-ensembles
flous. En effet, elles permettent d’assurer la correspondance avec les ensembles classiques :
comme annoncé ci-dessus, une formule ayant un degré d’appartenance valant 1 appartient
totalement & I’ensemble de croyance. Elle peut donc étre interprétée comme une croyance
dans le cadre de la logique doxastique classique ou, selon les trois modalités introduites
dans la section 5.1.3, comme une croyance.

Les formules ayant un degré d’appartenance nul ont une interprétation plus délicate,
qui peut se faire selon deux points de vue : d’abord la valeur 0 peut étre lue comme comime
une mesure de croyance négative, formalisant le fait que la formule associée est soumise a
une modalité d’incroyance. Cette premiére approche permet d’enrichir la définition propre
de ’ensemble de croyance car elle requiert 1’établissement de régles pour raisonner a la fois
sur des croyances positives et négatives.

La valeur nulle peut, toutefois, également étre interprétée comme un manque d’informa-
tion au sujet du degré de croyance réel : la 0-croyance représente alors la valeur par défaut
du degré de croyance. Ainsi, cette valeur correspond au cas trivial ot aucune information
n’est apportée quant au niveau réel de la croyance considérée. Cette seconde interpréta-

tion est particuliérement pertinente vis-a-vis de la propriété d’inclusion des a-coupes, qui
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établit que la 0-coupe est égale & 'univers F, dans lequel toutes les autres a-coupes sont
incluses, mais & partir duquel aucune nouvelle croyance ne peut étre inférée.

Nous soulignons également la cohérence entre une croyance nulle de ce type et une
incroyance comme définie précédemment : la 0-coupe ne permet aucune déduction supplé-
mentaire car elle est égale & 'univers. Tout comme l'incroyance, il n’en découle donc pas

d’inférence possible.

5.4 Bilan

Ce chapitre a discuté d’une formalisation dans le cadre flou de la conception représen-
tationaliste des croyances : elle interpréte les degrés de croyance associés & des assertions
comme des degrés d’appartenance, mesurant ’appartenance des formules logiques qui les
représentent a ’ensemble des croyances de ’agent.

Sur la base de ce choix de représentation des croyances, nous nous intéressons, dans les
chapitres suivants, & la question de leurs manipulations et combinaisons par les opérateurs
logiques classiquement appliqués aux croyances : conjonction, disjonction, implication et
introspection dans le chapitre 6, le cas de la négation, plus complexe, étant examiné dans

le chapitre 7.
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Chapitre 6

Manipulation des croyances

graduelles dans le formalisme flou

Ce chapitre étudie la question de la manipulation et de la combinaison de croyances
graduelles représentées dans le formalisme flou proposé dans le chapitre précédent : il s’agit
de définir des outils de raisonnement permettant d’inférer de nouvelles croyances & partir
de croyances atomiques. Ce chapitre examine les opérateurs de conjonction, disjonction et
d’implication, et considére le principe essentiel en logique doxastique de l'introspection qui

repose sur des successions de modalités.

Formellement, en utilisant les notations introduites dans le chapitre précédent, la ma-
nipulation de croyances graduelles consiste a identifier les relations entre B(¢, «), B(1, 3)

et B(e ® 1,7), pour ® € {A,V, —}, ainsi que B(B(p,a),7) pour «, 3,v € [0, 1].

Pour chacune d’entre elles, nous examinons les définitions induites par le choix de re-
présentation décrit dans le chapitre précédent et nous les comparons & la forme de ’axiome
pondéré correspondant tel qu’établi dans la premiére partie du manuscrit, soit NA,, K,
ainsi que 4, et 5, : nous proposons ainsi de mettre en paralléle les définitions de 'approche
sémantique mise en ceuvre pour les logiques modales pondérées générales et ’approche floue

dédiée a la logique doxastique graduelle.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante : les sections 6.1 & 6.3 sont respective-
ment consacrées & la conjonction et la disjonction, traitées simultanément, I'implication
et I'introspection. Dans chacun des cas, nous discutons successivement la forme générale
de la régle de manipulation, notre proposition, puis la comparaison avec ’axiome pondéré

correspondant.

Les travaux présentés ont fait I’'objet des publications (Legastelois et al., 2015a; Le-

gastelois et al., 2017a).
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6.1 Conjonction et disjonction

Les régles de manipulation de formules par conjonction et disjonction prennent des
formes variées selon les systémes logiques considérés, comme rappelé dans l'annexe B,
p- 145. Elles soulévent une double problématique, de factorisation et de distribution :
la, premiére consiste a combiner deux formules en une formule plus complexe, 14 ou la
distribution, au contraire, décompose une formule complexe en ses sous-formules.

Cette section étudie cette question, pour les formules B(p, a), B(1), §) et B(e ® ¥,7)
avec ® € {A, V}, afin d’établir des relations entre les poids «, 3 et . Pour cela, elle s’inspire
et exploite en particulier les formalismes des logiques pondérées et spécifiquement celui de
la logique floue, en raison de son lien avec la théorie des sous-ensembles flous dans laquelle
s’'inscrit 'interprétation proposée de 'ensemble de croyances.

L’objectif de cette section est de déterminer des opérateurs flous utilisables dans le
contexte de la combinaison de croyances conjointes ou disjointes.

Cette section présente le cas de la manipulation autour de la conjonction et de la dis-
jonction. Aprés avoir présenté la forme générale des régles de manipulation proposées, cette
section discute en détail les différentes propriétés des opérateurs d’agrégation, donnant des
arguments logiques et sémantiques. Elle propose enfin une mise en correspondance avec
les axiomes modaux pondérés établis dans les travaux présentés en premiére partie de ce

manuscrit.

6.1.1 Forme générale

L’objectif des régles de manipulation pour la conjonction et la disjonction est de relier
les formules suivantes : B(p, ) ® B(, 3) et B(p ® 1,7), avec ® défini dans I'ensemble
{A,V}. Alors que la factorisation de ces croyances graduelles, peut d’appuyer intuitive-
ment sur une combinaison des valeurs de « et 8 pour définir ~, leur distribution, passant
réciproquement de v & a et [ est moins évidente, surtout dans le cas de la disjonction :
si 'on croit ¢ V 9, il n’est pas facile de déduire des informations sur ¢ et sur . Ainsi,
pour les logiques modales, la double implication est établie dans le cas de la conjonction et
constitue une propriété centrale; alors qu’elle ne ’est pas pour le cas pour la disjonction.

La question des valeurs de ces degrés s’inscrit dans cette problématique : le lien & établir
entre les poids se base sur le fait que v corresponde & une combinaison entre « et 5.

Toutefois, pour la logique floue et la logique possibiliste, I’équivalence existe pour les
deux cas, conjonctif et disjonctif, en raison de l'utilisation de degrés de vérité ou de possi-
bilité. Elle préserve une certaine flexibilité en ce que les valeurs ne sont pas complétement
spécifiques mais soumises & des contraintes sur la véracité des formules ¢ et ¢ puisque

ces formalismes permettent de manipuler des informations incomplétes. Cette observation
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peut étre également utilisée pour des croyances graduelles, prenant identiquement avantage
de l'utilisation d’'un degré.

Aussi, nous proposons de considérer les deux équivalences : en se basant avant tout sur
les logiques pondérées, les régles de manipulation pour des croyances graduelles peuvent

étre écrites de la maniére suivante.

B(p,a) N B, B) < B(p A,y) pour v = aggna(a, )

B(p,a) vV B(¢,8) < B(p V1,7) pour v = aggy(a, B)

avec aggn et aggy deux opérateurs d’agrégation qui sont & spécifier afin de différencier les
deux opérateurs logiques A et V.

En conséquence de I’équivalence imposée, la factorisation et la distribution sont définies
par des opérateurs d’agrégation, choisis pour établir les relations entre les trois coefficients
a, B et v. La régle de manipulation est alors définie par le choix de l'opérateur d’agrégation.

1l existe un grand nombre de possibilités quant au choix de l'opérateur d’agrégation le
plus pertinent : ceux-ci possédent chacun des propriétés qui leur sont propres et ont été
organisés selon leur nature (Detyniecki, 2000). La sélection d’un opérateur approprié né-
cessite plusieurs types d’arguments, discutés par la suite, chacun imposant des propriétés
attendues : les arguments logiques sont basés sur les définitions précédentes et la compa-
tibilité avec la logique classique, les arguments sémantiques sont basés sur la signification
que l'on souhaite donner aux degrés de croyance, enfin les arguments formels, sont basés
sur le paradigme formel choisi pour U'interprétation des degrés de croyance.

Les différentes propriétés sont donc successivement examinées par la suite en considé-
rant la commutativité, ’associativité, la monotonie et 1’élément neutre : les cas particuliers
ou 'un de ces poids vaut 0 ou 1 sont également considérés, permettant de mettre en rela-
tion les trois types de modalités, décrivant une croyance totale, partielle ou une incroyance,
tels qu’introduits dans la section 5.1.3, p. 80. Pour chacune de ces propriétés, leur perti-
nence est discutée selon les trois aspects possibles : la justification logique, sémantique et

formelle. L’opérateur d’agrégation est noté agg pour généraliser aggn et aggy.
6.1.2 Commutativité
La commutativité est une propriété classique qui impose :

agg(a, B) = agg(B, a)

Nous discutons de la pertinence d’une telle propriété pour 'agrégation de degrés de croyance.
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Justification logique Nous proposons un argument identique pour chacun des deux
opérateurs. Nous ne donnons donc que la preuve pour le cas de la conjonction.

En appliquant la régle de factorisation donnée ci-dessus, F} = B(p, a)AB(¥, 8) et Fy =
B, B) N B(g, a) s’écrivent respectivement B(p A, agga(a, B)) et B(y A @, agga(B, a)).

Comme ¢ A Y < Y A @, par commutativité du A en logique classique et que, pour la
méme raison F) < Fb, les degrés associés obtenus par les deux applications successives des
régles, en commencant respectivement par F et par Fb, sont les mémes. L’opérateur aggn
doit donc étre commutatif, par cohérence avec la commutativité de A.

Le méme argument s’applique pour la disjonction, basé sur I’équivalence et la commu-

tativité de V.

Justification sémantique En plus de argument lié & la manipulation logique donné
ci-dessus, nous proposons de discuter la signification d’une telle propriété en terme de
degrés de croyance. En effet, la propriété de commutativité peut étre interprétée comme
« associer une a-croyance & une f-croyance est pareil que d’associer une -croyance a une a-
croyance ». En d’autres termes, I’ordre entre les croyances & combiner n’a pas d’importance.

Nous considérons cette propriété comme raisonnable pour une raison majeure : les
opérateurs A et V sont utilisés ici comme une conjonction et une disjonction logique et
n’ont pas un sens séquentiel. En effet, en langage naturel, « A et B » peut étre compris
comme un ordre et interprété comme « d’abord A et ensuite B ». Néanmoins, les croyances
ne sont pas considérées ici dans un contexte temporel, 'interprétation dynamique étant un
sujet & part entiére qui dépasse celui des travaux présentés. De ce fait, la commutativité

est une propriété attendue et souhaitable.

6.1.3 Associativité
L’associativité d’un opérateur d’agrégation impose :
agg(agg(a, B),7) = agg(a, agg(B,7))

A nouveau, nous étudions cette propriété afin d’en montrer la pertinence lorsqu’elle s’ap-

plique a l'agrégation de degrés de croyance.

Justification logique Comme pour I'associativité, la preuve est identique pour chacun

des deux opérateurs A et V. Nous ne donnons donc que celle pour le cas conjonctif.

Tout d’abord, en appliquant deux fois la régle de factorisation et en utilisant la propriété
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d’équivalence, on obtient :

(B(p1,a) A B(pa, B)) A Blps,y) < B(p1 Apa,agga(a, B)) A B(ps, )
& B((p1 AN p2) A s, aggn(aggn(e, B),7))
< B(p1 A2 A ps,aggn(aggn(a, B),7))

La derniére ligne ici est obtenue par l'associativité de A. De maniére similaire, on obtient :

B(p1,a) A (B(p2, 8) A Blps,v)) < Blp1 A w2 A ws, agga(a, agga(B,7)))

Enfin, par associativité de A, on sait que :

(B(p1,a) A B(pz,8)) A B(ps,v) < B(e1,a) A (B(ps, B) A B(ps,7))

Par conséquence les degrés associés a la formule @1 A wa A 3 sont identiques. Aussi,

l'opérateur agg, doit étre associatif.

Justification sémantique Considérant l'interprétation doxastique des formules, ’as-
sociativité peut étre lue comme « agréger une a-croyance avec une croyance de niveau
agg(B,7) revient a agréger une croyance de niveau agg(a, f) avec une y-croyance ». En
d’autres termes, 'ordre d’inspection des croyances, dans un contexte non temporel, n’a
pas d’influence sur le traitement ou la production des résultats. Ainsi, pour la séman-
tique des degrés de croyance, nous considérons que l’associativité est a la fois pertinente

et souhaitable.

6.1.4 Propriétés de ’agrégation imposée par l'interprétation floue

L’interprétation floue des degrés de croyance proposée et discutée dans le chapitre
précédent impose des propriétés particuliéres aux opérateurs d’agrégation présentés. En
effet, le modéle de manipulation des degrés d’appartenance en théorie des sous-ensembles
flous peut s’appliquer au cas des croyances graduelles, si I’on considére celles-ci dans un
cadre logique formel. De méme, la logique floue permet de manipuler les degrés de vérité
selon ’application de propriétés ensemblistes.

Nous discutons par la suite de la pertinence des propriétés floues dans le cadre doxas-
tique.

Comme mentionné en section B.1, les opérateurs flous de conjonction et disjonction,
classiquement la t-norme et la t-conorme sont commutatifs, associatifs, croissants et ont
respectivement pour élément neutre 1 et 0. Les sections précédentes ont montré, d’un point
de vue 4 la fois logique et sémantique, la pertinence de ’associativité et de la commutativité.
Les sections suivantes discutent des propriétés restantes : la monotonie et la définition de
I’élément neutre, d’un point de vue purement sémantique induit par interprétation floue

des ensembles de croyance proposée.
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6.1.4.1 Monotonie

La propriété de monotonie pour un opérateur agg indique que :
Va,of,€0,1], sia<d  agg(a,B) <agg(d,B)

Nous proposons de justifier cette propriété par un argument d’ordre sémantique.

Dans sur l'interprétation floue des ensembles de croyance, cette propriété implique
que le degré d’appartenance agg(a, ) associé a la croyance combinée dérivé de B(yp, )
et B(1, (), est plus faible que celui associé a la formule dérivée de B(p, ') et B(1, ),
dont la valeur est égale & agg(a/, 3). Cela signifie que le degré de croyance, obtenu pour
la factorisation de deux croyances graduelles, augmente avec le niveau de croyance des
formules atomiques.

Cette propriété est attendue et souhaitable : si deux cryptozoologues ont le méme degré
de croyance dans l'existence des licornes mais que le premier croit plus & l'existence des
dragons que le second, alors il croit aussi plus a I’éventualité de l'existence conjointe des

licornes et dragons que le second.

6.1.4.2 FElement neutre

La propriété de I’élément neutre qui établit que :
Vo e [07 1}7 Cng/\(Oé, 1) =a et agg\/(a, 0) =

Dans un contexte doxastique, ces éléments signifient que la conjonction entre une croyance
totale avec un croyance partielle induit une croyance dont le niveau est le plus bas. Dans le
cas d’une disjonction entre une croyance nulle et une croyance partielle, alors le niveau de
croyance associé au résultat équivaut & la valeur maximale entre les deux valeurs possibles.
Nous soulignons que l'interprétation proposée fait référence & la discussion sur les valeurs
aux bornes des degrés de croyance dans l'interprétation floue (cf. section 5.3.2; page 82).

En particulier, le comportement du cas disjonctif est particuliérement cohérent avec
Iinterprétation du degré nul : en tant que marqueur d’'une absence totale d’information
sur I’appartenance de la formule & I’ensemble de croyance, toute croyance ayant un degré
non nul qui est associée a une croyance a valeur nulle par une disjonction prévaut en terme
de niveau de croyance.

De par cette propriété, le lien entre les modalités particuliéres des valeurs aux bornes
et les modalités représentant les croyances partielles peut étre établi dans le respect de

Iinterprétation floue et en toute cohérence avec la notion de degrés de croyance.
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6.1.5 Comparaison avec les axiomes normaux pondérés

En raison de I’analyse effectuée dans les sections précédentes, les régles de manipulation
de conjonction et de disjonction données précédemment peuvent étre spécifiées avec T une

t-norme et 1 une t-conorme :

B(p,a) AN B(, 8) < B(p AN,y) pour v = T(a, 3) (6.1)
B(p,a) vV B, 8) < B(eV,y) pour v = L(a, ) (6.2)

Les travaux sémantiques présentés en partie 1 ont permis de proposer dans la sec-
tion 3.5, page 50, des versions pondérées des axiomes normaux & la sémantique propor-

tionnelle proposée. Ils sont rappelés ici :
factorisation

(NAloc) (DaSO N D,Bw) - DmaX(O,aJrﬁfl) (90 A 1/’)
(NAQOC) (Da@ v Dﬂ) — Dmin(a,ﬁ) (QD \ 7!1)
distribution

(NAloc) Da(@ A 1/1) — (DOAO A Daw)
Plusieurs points sont & souligner lorsque ’on met en paralléle ces deux résultats. D’une

part, concernant la factorisation, les implications gauche-droite des deux régles de manipu-
lation (6.1) et (6.2) réalisent l’agrégation des degrés de croyance « et 5 par une t-norme et
une t-conorme. Les axiomes (NA1,) et (NA2,) proposent également une agrégation dont
l'opérateur est imposé par la sémantique.

Cet opérateur est bien une t-norme pour la conjonction, plus précisément la t-norme de
FLukasiewicz ; en revanche, pour la disjonction, c’est également une t-norme, la t-norme de
Zadeh, et non une t-conorme comme induit par la sémantique floue. Le cas de la distribution
montre également des différences entre les deux approches : un tel axiome n’existe pas pour
la disjonction en logique modale, et donc en logique modale pondérée. De plus, pour la
conjonction, (NA1,) associe le méme poids o aux deux modalités de la décomposition. Ce
choix est en accord avec la régle de factorisation et il est compatible avec la regle (6.1)
mais il réduit le degré de liberté, en excluant de différencier « et .

L’observation de cette différence entre les régles de manipulation basées sur le forma-
lisme flou et les axiomes normaux pondérés ouvre des perspectives de validation, dans
un contexte applicatif spécifique ou dans un contexte théorique, lié & des questions de

correction et complétude.

6.2 Implication

La manipulation de croyances graduelles par rapport & 'implication est essentielle pour

le raisonnement : elle permet d’effectuer des inférences dans I’ensemble des croyances. En
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effet, si un l'agent croit ¢ un degré « une régle sous forme d’implication, comme « si la
vie existe dans une autre galaxie alors cette galaxie est nécessairement lointaine », alors
il devrait étre capable d’inférer, selon son degré de croyance § en la vie dans une autre
galaxie, une croyance graduelle quant a la proximité de cette galaxie.

La formalisation de ce type d’inférence passe, en logique doxastique, par l'utilisation
de laxiome K : O(p — ¢) — (Op — Ot), qui se lit « si 'on croit une régle ¢ — v, alors
si ’on croit la prémisse ¢, alors on croit la conclusion ) ».

Cette section discute d’une adaptation de cet axiome au cas des croyances graduelles :
il s’agit de déterminer & le degré auquel 'on croit ¢ en fonction des degrés associés a la
régle et a la prémisse dans le formalisme flou proposé, puis de le comparer a l'axiome (K),

établi dans le cadre des logiques modales pondérées de la partie 1.

6.2.1 Forme générale

Afin de proposer une variante pondérée de 'axiome K, nous le réécrivons sous la forme
d’une unique implication en utilisant 1’équivalence entre (A — B) — C et (AN B) — C,
soit (O(¢ — ) AOyp) — Oy : si on croit a la fois & une implication et sa prémisse, on
croit & la conclusion de la régle.

On obtient ainsi comme candidat pondéré : (B(p — ¥, a) A B(p, 8)) = B(¥,7).

Ainsi, si I’on croit 'implication et sa prémisse a un niveau respectivement égal & « et 3,
I'objectif ici est de combiner leur valeur afin de déterminer des conditions pour la valeur
de 7.

En réécrivant la prémisse, on obtient :

B(e = ,a) NB(p,B) < B(lp =) A, T(a,B))
< BN, T(a, B))

La premiére ligne est obtenue en appliquant la factorisation de la modalité pondérée sur

la conjonction, donnée par la régle de manipulation 6.1, s’écrit ainsi :

B(e A, T(a, 8)) = B(¥,7)

En remplacant dans le candidat pondéré, on obtient donc :

B(p = ¢, a) = (B(p, B) = B(p,7) pour v > T(a, §) (6.3)

6.2.2 Comparaison avec ’axiome pondéré

Nous rappelons ’axiome pondéré établi dans les travaux sémantiques de la premiére
partie :
Ko O(p = ¢,0) = (O(p, B) = O(¢, max(0, +  — 1)))
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Si ’on met ce résultat en perspective de la régle obtenue précédemment, dans 1’équa-
tion 6.3, on constate qu’elles proposent le méme type de manipulation des degrés : combi-
nant « et 8 afin de déterminer le degré issu du mécanisme de modus ponens propre & cet
axiome. (K)a utilisant pour cela la t-norme de Lukaziewicz, la proposition d’agrégation de

I’équation 6.3 est compatible avec ce résultat.

6.3 Introspection

La logique doxastique comporte, enfin, les axiomes dits d’introspection positive et né-
gative (cf. section 4.2, p. 71). Ceux-ci établissent respectivement les formules : Oy — OOy
et “Up — O-Ue.

Cette section étudie I'extension de ces axiomes au cas des croyances graduelles : en
soulignant les limites de 'interprétation floue, nous proposons des arguments sémantiques

pour les contrebalancer.

6.3.1 Forme générale

Les formes graduelles des axiomes d’introspection, que l'on écrit respectivement B(yp, o) —
B(B(¢,7),8) et =B(p,a) — B(=B(p,7),5), la question est de déterminer des valeurs
pertinentes pour les poids «, (3 et 7.

L’interprétation de telles formules lorsque les degrés de croyance sont considérés comime
des degrés d’appartenance & ’ensemble flou des croyances est problématique car les for-
mules comportent deux modalités successives : en effet, la lecture floue de la formule
B(B(¢,7), 8) implique que la formule B(y, ) S-appartient a ’ensemble de croyances, soit
que up(B(p,7)) = -

Neéanmoins, aucun opérateur flou n’autorise la manipulation de ce type d’objets récur-
sifs. D’une part, il n’existe pas d’outil dans le formalisme flou qui permette de combiner
ce degré d’appartenance par translation et combinaison avec le degré interne de la formule
B(p,v) qui établit que ug(p) = . D’autre part, nous ne pouvons pas non plus établir
de relation entre cette appartenance et ug(¢) = a qui découle de la prémisse de l’axiome

d’inspection positive.

6.3.2 Arguments sémantiques

Une approche intuitive consiste a poser que v = «. Cela exprime un mécanisme intuitif
d’introspection : I'information concernant les propres croyances de ’agent est conservée.
En effet, cette formule indique que ’agent est capable d’inférer de nouvelles croyances au

sujet de celles qui existent déja. Il faut souligner que les croyances inférées seraient alors
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affaiblies si v < «, ou enrichies si v > «a. Le maintien de la méme valeur pour 7 et « permet
de stabiliser le niveau de la croyance considérée.

Nous proposons d’examiner le cas ol 5 < 1. Une telle valeur pour [ signifie que ’agent
est partiellement convaincu de ses propres croyances : elle décrit le fait que ’agent n’a
pas une croyance totale en ses croyances existantes, induisant de fait qu’il peut avoir des
doutes a leur sujet. En d’autres termes, avec cette extension graduelle de l'introspection,
I’agent transmet une certaine méfiance concernant ses propres croyances.

Ainsi, nous proposons de fixer 5 = 1 : de cette facon, ’agent posséde une croyance totale
en ses propres croyances. Ce choix nécessite d’utiliser la modalité de croyance classique et
ouvre alors une discussion sur la limite entre le plus haut niveau de croyance possible et la
notion de savoir. Cette idée a déja été proposée par Laverny et Lang (2004). Néanmoins le
modéle présenté ici, qui est basé sur le degré d’appartenance & un ensemble de croyance,
est placé dans un contexte différent : nous proposons de modéliser le raisonnement sur des
croyances graduelles dans une version adaptée de KD45.

En ce qui concerne l'axiome d’introspection négative, en raison de l’ajout d’une né-
gation & sa prémisse de 'axiome d’introspection négative, celui-ci fait également appel a
I’application de la négation aux formules de croyances graduelles, discutée dans le chapitre
suivant. Néanmoins, en considérant la combinaison de modalités induite, son fonctionne-

ment est identique au cas de l'introspection positive.

6.3.3 Comparaison avec les axiomes pondérés

La régle de manipulation obtenue apres la discussion de la section précédente est donc :
B(p,a) = B(B(p, ), 1)

Dans les travaux sémantiques effectués dans la premiére partie de ce manuscrit, nous
avons proposé une version pondérée de ’axiome 4, d’introspection positive, et une version
impondérable de I'axiome 5, d’introspection négative. Par conséquent, nous ne pouvons
discuter que de 'axiome 4 car il est le seul dont nous donnons une extension pondérée.
La version pondérée de cet axiome, obtenue par la sémantique proportionnelle, est la
suivante : Uy — O10qp. Il est notable que cette formule est strictement identique a
celle proposée ci-dessus. Les travaux sémantiques et flous se rejoignent sur l'introspection

positive.

6.4 Bilan

Ce chapitre a proposé une discussion de certains axiomes de la logique doxastique afin

d’en donner une version pondérée. Pour cela, nous nous basons a la fois sur des arguments
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logiques, visant a exploiter les propriétés des connecteurs logiques et des opérateurs de
combinaison des degrés; et sur des arguments sémantiques, qui s’intéressent au sens donné
aux degrés ainsi qu’a leur interprétation dans le contexte d’un ensemble de croyances flou.

Pour chacun des axiomes présentés, nous proposons une extension pondérée qui s’inscrit
dans l'utilisation du modéle flou proposé dans le chapitre précédent. Les propriétés de ce

modéle sont exploitées afin de justifier des choix de pondération des axiomes.
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Chapitre 7
Négation de croyances graduelles

La question de la négation de croyances graduelles fait ici 'objet d’'un chapitre dédié,
en raison de la richesse des interprétations qu’on peut lui associer : comme discuté par
la suite, on peut en effet distinguer les cas différents, selon que la négation porte sur la
formule, le degré ou la modalité elle-méme. Il conduisent & considérer des cadres formels
différents, au-dela du seul cadre flou, pour modéliser cette diversité d’interprétation.

La section 7.1 formalise la tache de négation de croyances graduelles et les trois inter-
prétations sont étudiées tour & tour dans les sections 7.2 & 7.4. Dans chacun des cas, le
principe en est d’abord détaillé, le choix d’un cadre formel approprié est discuté, les outils
qu’il offre pour la modélisation de la négation sont rappelés, en soulignant leur expressivité
et leur richesse; enfin, leur transposition au cas des croyances graduelles est examinée.

Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait 'objet des publications (Legastelois
et al., 2016b; Legastelois et al., 2016¢).

7.1 Formalisation de la négation

La négation d'une croyance graduelle B(yp, o) s’exprime linguistiquement comme « il
n’est pas vérifié que @ est crue & un degré « ». Nous proposons de la noter N (B(¢, «)), ou N
est un opérateur de négation général dont l'interprétation et la proposition de modélisation
adéquate fait I’objet de ce chapitre.

Cette notation spécifique souligne la différence avec la négation classique — : celle-ci
conduirait a écrire ~B(p, &) et pourrait amener & transposer des résultats classiques asso-
ciés & "opérateur — au cas des croyances graduelles. Nous choisissons de traiter ce probléme
de négation au-dela de la négation classique afin de prendre en compte les particularités
sémantiques de la notion de croyance graduelle.

En effet, la négation d’une croyance graduelle B(g, @) peut étre interprétée de diverses

maniéres, selon la composante sur laquelle porte la négation. Formellement, nous proposons

97



98 Chapitre 7. Négation de croyances graduelles

d’examiner trois formules :

transfert de N sur

B(WNi(¢), B) la formule
B(p, Na()) le degré
N3(B)(p,7) la modalité

N1, N5 et N3 sont trois déclinaisons de I'opérateur global de négation NV, qui sont discutées
dans les sections suivantes. Les degrés, possiblement distincts, a, 8, v et Na(«) sont utilisés
pour ne pas imposer de contraintes a priori sur leurs relations ou leurs égalités, également
discutées ci-dessous.

A titre illustratif, dans ce chapitre, nous considérons I’exemple introductif du chapitre

et l'assertion « l'agent croit fermement que les licornes existent » réécrite B(¢,0.8).

7.2 Négation de la formule

Nous nous intéressons tout d’abord au cas ou la négation s’applique & la formule que
Pon croit. Aprés avoir donné le principe de cette interprétation, nous montrons qu’elle

s’inscrit naturellement dans le cadre formel des logiques modales pondérées.

7.2.1 Principe

Lorsque l'on considére le transfert de la négation & la formule crue, ¢, c’est-a-dire
B(Ni(¥),7), la négation s’applique & une formule logique, elle est donc naturellement
interprétée comme la négation logique : Nj = —.

La question est alors de savoir si I'assertion N'(B(p, «)), lue « il n’est pas vrai que ¢ est
crue & un degré a », permet de tirer des conclusions sur la croyance en —y, formellement
notée B(—p, ) : alors que le tiers exclu ne permet pas a ¢ et —p d’étre simultanément
vraies, des croyances partielles en ¢ et - sont possibles simultanément, conduisant a
examiner des contraintes éventuelles sur leurs degrés respectifs. Cette question fait donc
appel aux axiomes C et CD des logiques modales.

En considérant 'exemple illustratif, si « il n’est pas vrai qu'un agent croit fermement
que les licornes existent », croit-il que les licornes n’existent pas et, si c’est le cas, dans

quelle mesure 7

7.2.2 Négation en logiques modales

Logiques modales classiques La combinaison de I'opérateur modal [ avec la négation
souléve la question des relations entres les formules Fy = Uy, Fb = -y, F3 = O-p et, en

appliquant a la fois les négations interne et externe, c’est-a-dire avant et aprés 'opérateur



7.2. Négation de la formule 99

modal, Fy = —-yp, soit Fy = Qp. Le fait qu’il existe ces quatre variantes souligne la

richesse de sens que la négation peut exprimer en logique modale.

L’application a la formule Uy de la loi du tiers exclu, par compatibilité avec la logique
classique, implique que Uy V =y est une tautologie, ce qui établit une relation entre F

et Fb, et, de facon similaire, entre F3 et Fy.

Les relations entre Fy et Fy sont établies par les axiomes (D) et (C'D), réciproques I'un

de 'autre :

(D) FOp — —O-p (7.1)
(CD) F-O-¢ — Op (7.2)

En les appliquant a —p et en utilisant la propriété de double négation ——p = ¢, on établit

des relations semblables entre Iy et F3.

Nous rappelons qu’en termes doxastiques, 'axiome (D) exprime le fait que, si ¢ est
crue, alors son contraire ne l’est pas : il est impossible de croire & la fois une formule et
son contraire. (D) est donc considéré comme modélisant une des facettes de la rationalité
supposée de I’agent dont les croyances sont représentées. Il est appelé axiome de cohérence
et inclus dans la définition axiomatique classique de la logique doxastique, KD45 (Hintikka,
1962).

Sa réciproque, (C'D), exprime une cohérence similaire, mais complémentaire, en ex-
primant que si une formule n’est pas crue, son contraire 'est : sa prémisse s’applique a
une absence de croyance et sa conclusion & une croyance. En réécrivant I'implication avec
une négation et une disjonction, (C'D) impose donc que l'agent croie soit une formule, soit
son contraire, conduisant & une forme modale du tiers exclu selon laquelle (= V Ly est
une tautologie. Cette contrainte ne permet donc pas de modéliser un état d’esprit neutre,
perplexe ou indéterminé, correspondant a une absence de croyance. (CD) est, en géné-
ral, considéré comme trop restrictif et exclu de la définition axiomatique de la logique

doxastique.

Logiques modales pondérées Dans le cadre des logiques modales pondérées examinées
dans la premiére partie de nos travaux (voir sections 3.5.3, page 53 et 3.7.1, page 59), nous

avons établi les variantes pondérées de D et CD rappelées ci-dessous :

(D)o : Oap — —Og—ep
(CD)oz : <>oz90 — Dl—a‘P
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7.2.3 Transposition aux croyances graduelles

L’extension pondérée de 'axiome (D) constitue un candidat pertinent pour la relation
désirée entre la négation de croyance globale N (B(p, «)) et la croyance en la formule niée
B(—y, ) : en appliquant (D,) & —¢ et en considérant A (resp. =) comme la négation

externe (resp. interne) par rapport a 'opérateur modal, on obtient
B(~g,a) = N(B(p, 8))

pour tous «, 8 € [0, 1] tels que 8 > 1 — a.
Cette formule peut étre lue comme ‘si ¢ est crue & un degré «, alors il n’est pas vrai
que p est crue a un degré 5. Ainsi, ¢ et = peuvent étre partiellement crues simultanément,

a condition que leurs degrés respectifs vérifient la contrainte d’inégalité > 1 — a.

7.3 Négation du degré

Cette section présente le cas de ’application de la négation au degré de croyance. Aprés
en avoir donné les principes généraux, nous proposons d’interpréter cette négation dans le
cadre de la logique floue. Cette section présente également la transposition de la négation

floue & la négation de degrés de croyance.

7.3.1 Principe

Lorsque la négation de croyances graduelles est transférée sur le degré, « il n’est pas vras
que @ est crue a un degré a » signifie que ‘I'agent croit ¢’ peut étre vérifié, mais a un degré
différent de «. Ainsi, en reprenant 'exemple illustratif précédent, s’il n’est pas vrai que
I’agent croit que les licornes existent avec un degré 0.8, avec quel degré le croit-il 7 Aussi,
la négation, N3, s’applique aux degrés de croyance et désigne un opérateur de négation
numérique & définir.

Une interprétation littérale suggére que toute valeur autre que a convient. Elle pour-
rait conduire a définir Na(a) comme un ensemble et non une valeur, par exemple Mo (o) =
[0,1] \ {a}. Cette interprétation conduit & une compréhension trés impreécise et non in-
formative de ’assertion. Nous ne la considérons pas plus avant et proposons de définir N
comme une fonction de [0, 1] dans [0, 1], de telle maniére que nier une croyance graduelle
fournisse une information sur cette croyance —et non sur la croyance dans la négation de

formule, discutée dans la section précédente.
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7.3.2 Négation en logique floue

Les opérateurs de négation numériques ont été en particulier étudiés dans le cadre de
la logique floue et de la théorie des sous-ensembles flous (Zadeh, 1965), pour représenter la
négation logique et 'opération ensembliste de complémentation. De facon générale, un tel
opérateur est défini par trois propriétés (Weber, 1983) : c’est une fonction (i) n : [0,1] —
[0,1], (ii) décroissante et (iii) qui verifie les conditions aux limites n(0) = 1 et n(1) = 0.
Ce principe de négation peut alors étre écrit, pour un degré associé d : d(—¢) = n(d(y))
(cf. section 7.4.2, page 103.

On peut noter que la définition générale des opérateurs de négation, rappelée ci-dessus,
n’impose pas la contrainte d’involutivité, ce qui constitue une différence importante avec
le cas classique pour le traitement des doubles négations logiques : le degré de vérité de
——p peut étre différent de celui de ¢.

La définition la plus classique (Zadeh, 1965), n(z) = 1 — x est, toutefois, a la fois
involutive et stricte (strictement décroissante et continue). On peut également citer (pour
une liste compléte, voir Weber (1983)) n(x) = v/1 — 22 ou n(z) = 1—22 qui est stricte mais
non involutive ou l'opérateur de Godel, défini par n(x) = 0si z > 0 et n(0) = 1, et son
dual, défini par n(z) = 1siz < 1 et n(1) = 0. Ces derniers ne sont ni continus ni involutifs,
on peut noter qu’ils constituent des choix drastiques : leur utilisation restreint les valeurs
de vérité aux booléens {0,1}. Ainsi, la variété des fonctions vérifiant la définition générale
des négations floues permet de définir des postures de négation complexes, plus riches que
les comportements du cas classique.

On peut noter aussi que la logique floue offre deux types de négation pour les prédicats
flous définis a partir d’une partition floue, distinguant compléments et antonymes (voir
par exemple de Soto & Trillas, 1999; Moyse et al., 2015). Formellement, étant donné un
prédicat flou défini sur un univers numérique de la forme [a™,a*], A: [a",at] — [0,1], et
un opérateur n de négation floue, le complément et ’antonyme de A sont respectivement
définis par A(z) = n(A(z)) et A(z) = A(a™ —a™ — z).

7.3.3 Transposition aux croyances graduelles

Le choix d’un cadre flou pour l'interprétation des degrés de croyance, comme examiné
dans les chapitres 5 et 6, conduit ici & poser Mo = n et a examiner la pertinence des
propriétés des opérateurs de négation flous : les conditions aux limites et la monotonie,

ainsi qu’optionnellement I'involutivité.

Conditions aux limites L’interprétation doxastique des conditions aux limites des opé-

rateurs de négation floue peut étre illustrée par la mise en correspondance des assertions
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« l'agent croit a un degré n(1) que les licornes existent » et « l’agent croit a un degré 0
que les licornes existent » (et vice-versa) et dépend donc de l'interprétation des degrés.
Si Pon considére B(p, 1) comme équivalent & e, les conditions aux limites peuvent étre
interprétées comme préservant la compatibilité avec le cas classique de 'expression modale

du tiers exclu, selon laquelle Oy V =y est une tautologie.

Nous proposons de réécrire ce tiers exclu pour tenir compte des formules de croyances
graduelles : B(p,1) V N (B(p,1)), soit, en appliquant la négation au degré, B(p,1) V
B(¢,N(1)). En proposant N' comme une négation floue, alors N'(1) = 0. Ainsi, conformé-

ment au tiers-exclu, on a soit B(p, 1), soit B(g,0).

Monotonie D’un point de vue doxastique, la monotonie des opérateurs de négation floue
correspond & la comparaison des degrés de croyance et leur négation : considérons les deux
croyances graduelles B; : ‘I’agent croit a un degré 0.8 que les licornes existent’ et By :
‘Pagent croit & un degré 0.6 que les farfadets existent’. La négation de ces deux croyances
avec un opérateur flou, et donc décroissant, implique que N (Bj) est cru, au plus, autant
que N (Bs). Aussi, la propriété de monotonie semble compatible avec les comportements

souhaités.

Involutivité Enfin, une propriété non imposée mais offerte par certains opérateurs de
négation floue est linvolutivité : choisir de croire N(N(Bjy)) autant que B; peut étre
compris comme le refus de gagner ou de perdre en croyance lorsqu’il est faux qu’on n’accepte
pas le degré de croyance en B;. Méme si cette expression n’est pas naturelle, la notion sous-
jacente semble correspondre 4 un comportement souhaitable. Une négation floue involutive

est donc en accord avec notre interprétation de la négation des degrés de croyance.

De plus, cette proposition est cohérente avec la représentation floue présentée en cha-

pitre 5 : la négation floue utilisée pour les degrés d’appartenance est involutive.

7.4 Négation de la modalité

Cette section s’intéresse au dernier cas d’application de la négation a une formule
doxastique graduelle : la négation appliquée a la modalité, ce qui est relatif & la notion
d’incroyance introduite en chapitre 5, page 82. Aprés avoir exposé les principes de cette
négation, nous proposons de nous placer dans le cadre de la logique multi-valente. Cette
section présente enfin la transposition de la négation de la logique multi-valente au cas

doxastique graduel.
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7.4.1 Principe

La troisiéme interprétation de la négation des croyances graduelles transfére la négation
a la modalité : I'assertion négative « il n’est pas vrai que @ est crue & un degré o » est
vue comme fournissant une information sur une non-croyance, requérant une modalité
additionnelle, en plus de la modalité de croyance. Notons que la langue anglaise dispose,
pour un tel cas, d'un verbe spécifique, disbelieve, sans autre équivalent francais que le
désuet décroire.

Afin d’augmenter I’expressivité, dans le cas ol les degrés de croyance sont exprimés lin-
guistiquement par des adverbes, nous proposons de considérer plusieurs modalités, combi-
nant intrinséquement les modalités avec le niveau, en distinguant par exemple des modalités
« croire fermement » et « croire modérément ». Ainsi la croyance graduelle est représentée
par des modalités distinctes, bien que comparables, plutét qu’une unique modalité nuan-
cée par des degrés continus : cette interprétation consiste a4 considérer un ensemble fini
de modalités, ayant plus des 2 modalités, croyance et non-croyance (ou incroyance), déja

évoquées.

7.4.2 Cadre formel considéré : logique multi-valente

Rappels La logique multi-valente (Rescher, 1968) considére comme valeurs de vérité
admissibles I’ensemble totalement ordonné Ly, = {79,...,7a—1}, ot M est un entier
positif prédéfini et Vo, 6 € {0,..., M — 1}, (a < B < 7o < 78). L représente des valeurs
de vérité intermédiaires entre « faux », 79, et « vrai », a1, & différents niveaux de
granularité, dépendant du nombre total de niveaux, M.

L’une des motivations de la logique multi-valente est sa capacité a fournir une repré-
sentation linguistique des degrés de vérité, reposant sur une mise en correspondance entre
I’échelle discréte ordonnée L) et un ensemble d’étiquettes linguistiques, par exemple basé
sur des adverbes qualifiant le degré de vérité. Ainsi, L5 est en bijection avec 'ensemble

{« faux », « plutot faux », « ni faux ni vrai », « plutot vrai », « vrai » }.

Négation en logique multi-valente Comme dans le cas de la logique floue, le principe
de négation peut étre écrit, pour un degré associé d : d(—¢) = n(d(y)), ou I'opérateur de
négation multi-valent est classiquement défini comme :
n:Ly — Ly
Ti Y TM-1-i
Cette extension préserve la compatibilité avec la logique classique : la négation de « faux »,

n(7o) = Tar—1, est « vrai », et vice-versa. Pour les degrés intermédiaires, 1'opérateur de

négation peut étre vu comme calculant la valeur symeétrique par rapport au milieu de
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I’échelle 7ar—1 : il peut étre interprété selon la notion linguistique d’antonymie, évoquée
2

précédemment (Muehleisen, 1997).

Dans le cas ou le nombre de niveaux, M, est impair, c¢’est-a-dire quand cette valeur
médiane fait partie de ’échelle, elle est égale & sa propre négation n(T%) = Tho1. Aussi,
une formule ni fausse ni vraie a le méme degré de vérité que sa négation.

Ce comportement spécifique de la négation, qui autorise une formule et sa négation
A étre simultanément vraies dans une certaine mesure, peut étre interprété comme une

généralisation de la loi de non-contradiction.

7.4.3 Transposition aux croyances graduelles

Approche bivalente : croyance et non-croyance L’introduction d’une modalité de
non-croyance correspond & l'interprétation de « il n’est pas vrai que @ est crue a un de-
gré o » comme ‘@ est non-crue a un degré g’, transférant la négation globale & 'opérateur
modal et, simultanément, permettant un effet sur les degrés associés, afin de ne pas limi-
ter a priori I’expressivité de l'interprétation de la négation. Formellement, on peut intro-
duire une modalité Db (pour disbelieve), poser N3(B) = Db, c’est-a-dire écrire la négation
N(B(p,a)) = Db(p, B).

11 faut noter que le coefficient 5 décrit alors un degré de non-croyance, et non un degré de
croyance, ce qui induit une différence importante par rapport aux cas précédents, ol tous les
degrés ont la méme signification et sont mesurés sur une méme échelle. Comme, néanmoins,
croyance et non-croyance sont liées, les degrés associés conduisent & considérer une échelle
signée plutot que deux échelles indépendantes. Cette interprétation a été mentionnée dans
la section 7.3.3, ou I'interprétation d’une 0-croyance comme non-croyance est suggérée. Elle
conduit & la question de savoir & quel degré, autour de quel «, une croyance se transforme
€1l une non-croyance.

L’interprétation floue discutée dans la section précédente peut étre vue comme un cas
extréme, ou l'intervalle ouvert |0, 1] représente différents degrés de croyance et une unique
valeur, 0, est considérée pour la non-croyance.

On peut néanmoins attribuer une plage plus importante pour les degrés de non-croyance.
Il peut sembler naturel de considérer comme valeur-pivot 0.5, située au milieu de 1’échelle :
10.5, 1] représente alors des degrés de croyance intermédiaires, [0, 0.5] des degrés de non-
croyance et 0.5 une valeur neutre. On peut toutefois aussi choisir une autre valeur, pour
modéliser différentes attitudes vis-a-vis des croyances, en donnant plus d’importance a
I'une ou 'autre des modalités.

L’expression de 5 en fonction de celle de la valeur du degré o peut alors se faire par le

biais d'une fonction vérifiant la contrainte d’étre croissante. Ainsi organisée autour d’une
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TABLEAU 7.1 — Interprétations de la négation de croyances graduelles

Cadre formel Expression de la négation Contrainte sur les degrés
logique modale pondérée  B(—¢,a) — N (B(y, ) a,fe0,1]et 5>1—«
logique floue N (B(p,a)) = B(p,n(a)) p.ex.n(a) =1—«
logique bimodale N(B(p,a)) = Db(p, f(a)) f fonction croissante
logique multimodale N(Bi(¢)) = By () te Ly, n(mi) =Tm—1-i

valeur-pivot, cette fonction croissante permet, de par la valeur du degré, de décrire une
attitude de croyance ou d’incroyance. Un exemple trivial est la fonction f définie sur
[0,1] x [0,1] telle que f:x+—1—x.

Approche multi-valente : multiples modalités de croyance La représentation de la
croyance graduelle combinant intrinsequement les modalités avec le niveau conduit naturel-
lement & exploiter une formalisation dans un cadre de logique multi-valente, en définissant
formellement des modalités By, t € Lyr = {70,...,7am—1}. On peut par exemple considérer
5 niveaux de croyance, représentées par des étiquettes linguistiques, par exemple { « faible »,
« modérée », « moyenne », « ferme », « forte » }.

La négation consiste alors & définir, pour tout t € Ly, N3(By) = B, 1) avec 'opérateur
de négation multi-valente : la négation est appliquée a ’adverbe qui représente une com-
binaison de la modalité avec le degré et peut donc étre interprétée en terme d’antonymes
linguistiques.

11 faut noter que ce cas est équivalent au cadre flou discuté dans la section 7.3, apreés
une discrétisation des degrés permettant leur manipulation linguistique. La différence es-
sentielle avec ’approche bivalente précédente est liée 'interprétation du degré 0 et de la

non-croyance.

7.5 Bilan

Les différentes interprétations proposées pour la négation appliquée & une formule de
croyance graduelle font appel & plusieurs formalismes présentés : logique modale, logique
floue, logique multi-valente. Trois interprétations de cette négation ont été données, selon
son objet : la formule & propos de laquelle une assertion modale est exprimée, la modalité
qui exprime la croyance ou le degré représentant le degré de croyance. Le tableau 7.1
récapitule les interprétations proposées et les formalismes associés.

Bien que les objets de la négation soient considérés séparément, ils apparaissent étroi-

tement liés, en particulier le degré de croyance qui subit des modifications dans tous les
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cas : la manipulation de croyances graduelles apparait comme étant principalement liée &
la définition de régles de transformation des degrés. De la méme fagon, nous observons que
la transformation proposée est intimement liée & la négation floue discutée en section 7.3.
Ces résultats sont cohérent avec 'interprétation floue des degrés de croyance, présentée en

chapitre 5.
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Introduction

Cette derniére partie est consacrée aux applications effectuées dans le cadre de la thése,
qui, comme les parties théoriques, sont de deux types : la premiére se place dans le cadre
des logiques modales pondérées générales, la seconde dans le cadre des croyances graduelles.

Le chapitre 8 présente la mise en ceuvre de la sémantique proportionnelle proposée,
dans le chapitre 2 : il décrit un outil de vérification des formules modales pondérées dans
un modéle de Kripke, qui est également muni d’un systéme de génération de modéles sous
contraintes.

Le chapitre 9 décrit ’exploitation de croyances graduelles dans le cadre d'un jeu coopé-
ratif & information incompléte, nommé Hanabi : les joueurs s’échangent des informations
a laide d’annonces publiques qui font évoluer leurs croyances concernant les cartes dont
ils disposent. Le chapitre décrit une IA permettant de jouer, basée sur une formalisation

de I'état courant du jeu en logique doxastique graduelle.
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Chapitre 8

Outil de vérification de formules

modales pondérées

Ce chapitre présente un outil implémentant la sémantique modale pondérée que nous
avons proposée, décrite dans le chapitre 2, page 27 : il en offre la mise en pratique en
permettant de calculer la satisfiabilité d’une formule modale pondérée dans un modéle de
Kripke donné. Il permet, de plus, de générer aléatoirement des modéles de Kripke respec-
tant des propriétés souhaitées de la relation d’accessibilité. Pour des modéles générés sans
contrainte, l'outil développé permet de caractériser la relation et d’identifier les propriétés
qu’elle satisfait. L’implémentation de cet outil a fait 'objet du stage d’été d’Etienne Sahel,
étudiant de L3 informatique & 'UPMC.

Ce chapitre est organisé comme suit : il donne tout d’abord une présentation générale du
logiciel ; la deuxiéme section présente 'outil de génération et de caractérisation de modéles
de Kripke. Enfin, la troisiéme section est consacrée a l'outil de vérification de formules

modales pondérées.

8.1 Présentation générale

Le logiciel est composé d’une interface graphique, d’'un moteur de vérification des for-
mules et d’un générateur de graphes, ces deux derniers éléments étant détaillés dans les
prochaines sections. La figure 8.1 présente une vue d’ensemble de 'interface graphique du
logiciel, partagée en deux parties successivement décrites ci-dessous : une zone d’affichage

et une zone d’interaction.

Zone d’affichage La zone supérieure de l'interface graphique permet de représenter et

de réorganiser a la souris un modeéle de Kripke (W, R, s). Celui-ci est naturellement affiché
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sous la forme d’un graphe dont les sommets représentent les mondes possibles et les arcs

la relation d’accessibilité.

Un monde w € W est représenté par un rectangle que 'utilisateur peut sélectionner et
déplacer & la souris. Le coin supérieur gauche indique I'identifiant du monde, sous la forme
d’un entier. Comme illustré sur la figure 8.2, sur demande de 'utilisateur, le coin inférieur
droit peut donner les variables propositionnelles valuées & vrai (les variables non affichées
étant implicitement a faux). La fonction de valuation s peut ainsi étre représentée dans

I'interface.

Deux mondes u et v en relation uRv sont liés par un segment dont une extrémité
comporte un cercle pour préciser le monde destinataire v. Si les deux extrémités comportent
un cercle, comme c’est le cas entre les mondes 3 et 4 de la figure 8.1 par exemple, alors la
relation est telle que uRv et vRu. Un monde en relation avec lui-méme est représenté par
un cercle au centre du rectangle, comme c’est le cas pour les mondes 0, 1, 3 et 4, sur la

figure 8.1.

De plus, comme illustré sur la figure 8.2 pour le cas du monde 3, si un monde w est
sélectionné, un affichage dynamique indique en bleu les liens entrants, de la forme uRw,

en rouge les liens sortants (wRu) et en violet les liens symétriques (tels que uRw et wRu).

-_—
Display Options. Graph Properties ‘ Edit Fermula ‘Graph Generation

isDense ‘

Enter a Formula: Number of Nodes

isEuclidean

Number of Edges

isserial Select World's id : Number of Propositional Variables
isShiftReflexiv

Evaluate Formula : Choose a Graph Generator
isTransitiv
Generate New Graph

FIGURE 8.1 — Vue d’ensemble de l'interface graphique.

Quit
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=]
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%0 x1

%0

—__\

x1

FiGURE 8.2 — Représentation d'un cadre de Kripke aprés sélection d’un monde, ici le
monde 3 : les rectangles sont les mondes, les liens bleus (resp. rouges) sont les entrants

(resp. les sortants) et les liens violets sont les liens symétriques.

Zone d’interaction Dans la zone sous l'aire de dessin, cing cadres sont affichés et

contiennent différents outils, de gauche a droite :

1. le cadre « Display Options » offre un outil de remise a zéro de ’affichage apreés les
modifications provoquées par un clic sur un monde, concernant la couleur des rela-
tions (remises en noir avec le bouton « Normal Edges ») et la valuation des formules

propositionnelles (effacées avec le bouton « Display Propositional Variables » ).

2. le cadre « Graph Properties » permet de vérifier les propriétés sur la relation du mo-
déle : un clic sur le bouton « CHECK » indique si la relation est dense, euclidienne,

sérielle, shift-réflexive ou transitive.

3. le cadre « Edit Formula » permet de faire appel au vérificateur de formules, en
précisant un monde et une formule, un clic sur le bouton « Evaluate formula » donne

le résultat de la vérification. Cet outil est détaillé dans la section 8.3, page 115.

4. le cadre « Graph Generation » permet d’utiliser le générateur de graphes implé-

menté, décrit, ainsi que les champs associés, dans la section 8.2.

5. le cadre « Quit » contient un bouton qui permet de quitter le programme.
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« cligue
denseGraph ph Generator
randemGraph
serialGraph E SR

] 5hiftReﬂexivG%ph
I transitivGraph

FIGURE 8.3 — Menu déroulant qui permet de choisir le type de relation voulue.

8.2 Génération et caractérisation de modéles

La zone « Graph Generation » de 'interface du logiciel proposé permet de générer des
modeéles de Kripke : elle permet, d’une part, de créer dynamiquement des cadres de Kripke,
qui respectent des propriétés particuliéres sur la relation, et d’autre part, d’attribuer une
valuation des variables propositionnelles aux mondes.

Cette section décrit les principes de génération des modéles ainsi que les algorithmes
employés. Elle présente également 'outil de caractérisation de la relation, accessible dans

la zone « Graph Properties » de l'interface.

8.2.1 Génération

Trois modes de génération sont proposés, accessibles par le bouton rose « choose a
graph generator » de linterface (voir figure 8.1, p. 112), qui ouvre un menu déroulant
proposant une liste de générateurs : d’abord, un mode contraint permet & 'utilisateur de
sélectionner la propriété que la relation d’accessibilité doit vérifier. Comme illustré sur la
figure 8.3, un menu déroulant permet de choisir si la relation doit étre dense, euclidienne,
sérielle, shift-réflexive ou transitive.

Le second mode, accessible dans la liste des générateurs, correspond & une génération
aléatoire des liens entre les mondes, sans forcer de propriété en particulier.

Enfin, le troisiéme mode correspond au générateur de clique, également accessible dans
la liste des générateurs, qui construit un cadre de Kripke possédant un lien entre toutes

les paires de mondes.

Au-dessus du bouton de sélection du mode de génération, trois champs sont disponibles
pour permettre a 'utilisateur de configurer le modéle de Kripke souhaité : le premier indique
le nombre de mondes désiré, le second le nombre de liens. Cette valeur n’est exploitée
que pour le mode de génération aléatoire, qui tire au hasard des paires différentes de
mondes source et destination pour chaque lien requis. Si le nombre entré par 'utilisateur
est supérieur au nombre maximum de liens possibles, alors le graphe généré est une clique,

avec un nombre de liens égal & ce maximum. Pour le générateur contraint et le générateur
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de cliques, le nombre d’arcs est déterminé par les propriétés de la relation.

Le troisiéme champ permet de spécifier le nombre total de variables propositionnelles
4 considérer dans le cadre de Kripke construit : comme mentionné précédemment, la va-

luation des variables dans chaque monde est tirée aléatoirement.

La figure 8.4 représente, a titre illustratif, un modéle aléatoire généré avec 8 mondes,

16 liens et 4 variables propositionnelles.

8.2.2 Caractérisation

Pour le cas ot le modéle est généré aléatoirement, nous avons ajouté un outil de carac-
térisation de la relation d’accessibilité : grace & cet outil de vérification des relations, il est

possible de lister les propriétés du modele.

L’implémentation de cet outil combine deux approches, qui énumeérent respectivement
les liens et les mondes du cadre de Kripke considéré. La premiére effectue une lecture
exhaustive du graphe afin de vérifier, pour chaque propriété, si elle est, ou non, valide.
L’outil étudie chaque lien dans ce but : par exemple, pour vérifier la sérialité, il sélectionne
successivement chaque lien afin d’extraire son monde source puis compare ’ensemble ainsi
construit a 'ensemble des mondes du cadre. La seconde approche repose sur les propriétés
du modéle liées & la relation d’accessibilité : par exemple, comme démontré dans le lemme 1
du chapitre 3, p. 48, pour une relation euclidienne, tous les successeurs d’'un monde donné
ont le méme ensemble de mondes accessibles. Ainsi, & l'aide d’un opérateur d’égalité en-
sembliste du langage Python, 'outil peut aisément effectuer cette comparaison pour tous

les mondes.

8.3 Vérification de formules

Apreés avoir généré un modele de Kripke, il est possible de vérifier si une formule est
vraie dans un monde, pour tous les types de formules : les formules classiques, modales et
modales pondérées. La formule & vérifier et le monde de référence sont a entrer dans les

champs correspondants.

Cet outil comporte deux étapes : la réécriture d’une formule syntaxiquement correcte

sous forme d’arbre binaire puis le traitement de ’arbre pour évaluer la formule.

Syntaxe des formules Le logiciel implémenté considére une notation infixe des formules

utilisant le langage décrit ci-dessous.
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5 x0
ap———"—1 x1
x2 =

x3

X1

x1
x2

Display Options Graph Properties ‘ Edit Formula Graph Generation

pense = \ e — Number of Nodes g

isEuclidean Number of Edges 16
isSerial Select World's id - Number of Propositional Variables 4]

5 o 5 isShiftReflexiv
Display Propositienal Variables e —— Choose a Graph Generator
isTransitiv
Generate New Graph

FIGURE 8.4 — Génération d’'un modéle aléatoire & 8 mondes, 16 liens et 4 variables.

Quit
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[a] Fy pour [.Fy

<a>F pour Q.F

Les formules atomiques sont des variables propositionnelle, notées xg a x,, si le nombre

de variables indiquées dans le champ correspondant (cf. section précédente) est n+1. Ainsi,

la formule oz A =00.420 s'écrit : [0.2]xgandnot < 0.4 > Xo.

Conversion en arbre binaire Lorsqu’une formule syntaxiquement correcte est entrée
dans le champ prévu, elle est transmise sous forme infixe & une fonction qui la convertit en
arbre binaire. Si opérateur est unaire, il est considéré comme un opérateur binaire ayant
un argument de valeur None, permettant au nceud correspondant dans ’arbre de n’avoir
qu'un seul fils. Chaque variable est également considérée comme un opérateur binaire,
ayant deux arguments de valeur None, pour pouvoir étre traitée comme une feuille dans

Parbre.

Ainsi, la régularité de cette notation infixe, ne considérant que des opérateurs binaires
dont 'un des arguments, ou les deux, peut étre de valeur nulle, permet une conversion

rapide en arbre binaire.
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0
x1 x1
x2 x2|
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Edit Formula Graph Generation

Graph Properties

isDense

Enter a Formula: Number of Nodes

isEuclidean 10.81x1)] Number of Edges

isSerial Quit

Select World's id : 1 Number of Propositional Variables

Evaluate Formula : True

isShiftReflexiv

Choose a Graph Generator

Generate New Graph

FIGURE 8.5 — Vérification d'une formule modale pondérée dans le monde numéro 1.

isTransitiv

Traitement de l’arbre binaire A partir de cet arbre, Pévaluation de la formule est
opérée dans ’ordre de lecture usuel et, pour chaque opérateur, une vérification est effectuée
pour le monde de référence. Par conséquent, deux cas sont possibles : si la formule ne
contient pas d’opérateur modal, alors elle est évaluée selon la sémantique propositionnelle
classique dans le monde de référence. Dans le cas ou elle est modale, les opérateurs modaux
sont évalués en considérant chaque monde accessible. Dans le cas d’un carré, ils sont tous
évalués, tandis que 'algorithme s’arréte au premier monde validant trouvé dans le cas du

losange.

Enfin, dans le cas d’opérateurs modaux pondérés, les mondes accessibles sont explorés
successivement jusqu’a atteindre la proportion donnée en paramétre, auquel cas la valeur

True est renvoyée. Si la proportion n’est jamais atteinte, alors I’évaluateur renvoie False.

Exemples La figure 8.5 illustre 'exemple de la formule [y g1 évaluée dans le monde 1 :
le champ permettant d’entrer la formule comporte [0.8](x1) et le monde 1 a été indiquée

dans le champ suivant.

Un clic sur le bouton « Evaluate Formula » donne alors True. En effet, on a bien 4
mondes accessibles dans lesquels x1 est vraie parmi 5 mondes accessibles au total, soit une

proportion de 0.8.
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8.4 Bilan

Ce chapitre a présenté I'implémentation de la sémantique des formules modales pondé-
rées que nous avons proposée, qui permet de calculer automatiquement la valeur de vérité
d’une formule dans un modeéle de Kripke donné. De plus, la fonctionnalité de génération
automatique de modéles de Kripke contraints permet de réaliser des expérimentations en
faisant varier les configurations.

L’outil implémenté ouvre des perspectives ergonomiques, concernant par exemple une
disposition qui sépare les outils d’affichage et d’analyse, la mise en valeur des liens d’un
monde sélectionné ou 'ajout et la suppression interactifs de mondes ou de liens.

En outre, au-dela de la vérification des formules, 'outil pourrait proposer plusieurs
fonctionnalités supplémentaires. D’une part, nous envisageons d’y intégrer une fonction-
nalité de calcul de poids maximal : pour un modéle et une formule donnée, en examinant
les mondes de maniére exhaustive, le logiciel pourrait calculer la proportion de mondes
validant pour chaque monde et ainsi donner le poids maximum pouvant étre attribué a
une modalité de maniére & ce que la formule modale pondérée soit vraie dans chacun des
mondes.

D’autre part, & plus long terme, nous souhaitons ajouter une fonctionnalité & cet outil
afin de proposer un modéle ne validant pas une formule donnée. De cette maniére, le logiciel
contiendrait un outil de génération de contre-exemple, pour un degré donné, afin d’analyser

la validité de certaines formules comme des axiomes modaux pondérés candidats.



Chapitre 9

De I'utilisation d’'une modalité
pondérée dans le cadre d’un jeu

coopératif

Dans la lignée des travaux sémantiques, et afin de réaliser une application du rai-
sonnement sur des croyances graduelles, nous proposons une autre application : il s’agit
d’utiliser une forme de raisonnement doxastique dans le cadre d’un jeu coopératif entre
agents artificiels.

Nous avons co-encadré quatre étudiants dans le cadre d’un projet logiciel de M1 An-
droide UPMC, qui a porté sur I'implémentation d’une intelligence artificielle capable de
jouer & un jeu coopératif & information incompléte, qui met en ceuvre des annonces pu-
bliques et du raisonnement sur les croyances.

Le jeu, nommé Hanabi, est d’abord présenté en section 9.1. Nous détaillons ensuite
les différentes fonctionnalités, I'interface graphique du logiciel développée par les étudiants
étant présentée dans annexe A.

La section 9.2 présente ensuite le modéle théorique sur lequel se base le logiciel pour
procéder au raisonnement sur les connaissances partielles des joueurs. Ce modéle repose sur
la sémantique de Kripke et met en ceuvre la sémantique des logiques modales pondérées que
nous proposons pour représenter les configurations possibles du jeu. Ainsi, nous procédons
4 une forme de raisonnement modal sur les informations que le joueur acquiert par les
annonces publiques. La section 9.3 détaille le processus de prise de décision basé sur le
modeéle adapté & un cas pondéré.

Nous proposons également une étude expérimentale, décrite dans la section 9.4 dans
laquelle nous montrons que 1'utilisation d’une extension pondérée pour le raisonnement

modal permet d’améliorer les performances des joueurs par rapport & la version classique.
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9.1 Présentation du jeu Hanabi

Hanabi est un jeu de cartes coopératif & annonces, dans lequel les joueurs collaborent en
échangeant des informations sur leurs mains respectives afin de construire collectivement

un résultat commun.

Matériel Hanabi comporte 30 cartes, chacune portant une valeur numérique (un entier
de 1 & 5) et une couleur (bleu, jaune, rouge, vert, blanc et arc-en-ciel).
La répartition par nombre, pour chaque couleur, est la suivante : trois cartes numérotées

par un 1, un 2 ou un 3, deux cartes numérotées 4 et une seule carte numérotée 5.

Objectif Le but dela partie est que les joueurs construisent ensemble des séries ordonnées

de cartes de méme couleur, en les posant successivement sur la table de jeu.

Déroulement Au début de la partie, chaque joueur, selon leur nombre, recoit quatre ou
cinq cartes, les cartes restantes constituent la pioche. Un joueur ne peut pas regarder ses
propres cartes, en revanche, il voit les cartes des autres joueurs ainsi que, au cours du jeu,
les cartes qui ont été posées sur la table.
A chaque tour du jeu, un joueur peut :
e faire une annonce, comme décrit ci-dessous,
e sélectionner une carte de sa main pour la défausser, ce qui écarte définitivement de
la partie cette carte
e sélectionner une carte de sa main pour la poser sur la table.
Dans le cas ol le joueur choisit de jouer une carte, celle-ci doit impérativement, pour une
couleur donnée : soit continuer la suite de chiffres de la couleur correspondante, soit com-
mencer une nouvelle suite de chiffres et donc comporter la valeur 1. Dans le cas contraire,
les joueurs regoivent un jeton rouge en guise de sanction, ils n’ont droit qu’a deux erreurs.
Apreés avoir joué ou écarté une carte, les joueurs doivent piocher afin de toujours avoir
quatre, ou cing, cartes dans leur main.
La partie se termine de deux facons possibles : soit les joueurs recoivent collectivement,
un troisiéme jeton rouge et ils perdent la partie, soit la pioche est vide et ils terminent
le tour en cours avant de compter leur score final. Celui-ci est égal au nombre de cartes

posées sur la table.

Annonces Un joueur peut, & son tour de jeu, choisir de faire une annonce a une co-
équipier, deux formes sont possibles : g’il choisit de fournir une information concernant la
couleur, il doit indiquer toutes les cartes de la main du joueur visé par ’annonce qui sont

de cette couleur. Ainsi, il peut dire « ta premiére et ta troisiéme carte sont jaunes ».
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La second type d’annonce est similaire mais porte sur la valeur numérique : il peut

prendre la forme « ta premiére carte est le seul 1 » .

Le nombre d’annonces est également géré par un systéme a base de jetons : une annonce
n’est possible qu’a condition d’utiliser un jeton bleu, initialement au nombre de huit. Les
jetons consommeés peuvent étre récupérés en écartant une carte du jeu, celle-ci est alors

retirée de la partie et ne pourra plus étre utilisée pour construire une suite de cartes.

Dans le cadre de leur projet, les étudiants ont développé une interface graphique pré-

sentée en annexe, p. 141.

9.2 Formalisation en logique modale et logique modale pon-

dérée

Hanabi est un jeu & information incompléte puisqu’un joueur ne connait pas sa propre
main. Il se préte donc bien & une formalisation en logique modale (pondérée ou non) qui
permet de représenter ses croyances sur les cartes dont il dispose, qui évoluent selon les

observations qu’il fait des mains des autres joueurs ainsi que les annonces dont il fait ’objet.

Nous présentons ici le choix effectué pour la formalisation : le cadre de Kripke considéré
la mise & jour des mondes possibles selon ’évolution du jeu. La section suivante décrite la

prise de décision et les stratégies de jeu.

Modéles de Kripke Chacune des quatre (ou cinq) cartes de la main du joueur est re-
présentée par un modele de Kripke, dans lequel un monde possible représente une valeur
possible de la carte, définie par le couple (couleur, nombre). Toutes les cartes possibles
sont représentées dans chaque modéle. La relation entre les mondes est une relation d’in-
distinguabilité, connectant deux cartes si elles ont une couleur ou un nombre en commun,
puis par transitivité tous les mondes sont en relation en début de partie donc le graphe
est complet : la figure 9.1 représente ce modéle mais, par souci de lisibilité, elle ne com-
porte pas toutes les relations. Cette représentation est générée de maniére exhaustive au
début de partie mais des configurations sont rapidement éliminées en fonction des cartes

apparaissant dans les mains des autres joueurs.

Prenons I’exemple suivant : en considérant le modéle qui représente la premiére carte
d’un joueur, on a initialement 'ensemble de mondes représenté sur la figure 9.1. Chaque
monde comporte une carte possible, celle-ci pouvant étre I'un des trois 1, deux 2, 3 et 4,
ou le 5, de chaque couleur. Le nombre de mondes possibles est égal au nombre de valeurs

possibles multiplié par le nombre de couleurs : (3+2+4+2+2+1) x 5 = 60.
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FiGURE 9.1 — Modéle de Kripke représentant 1’une des cartes d’un joueur au début de la
partie : chaque rectangle représente un monde possible, la relation d’accessibilité, qui relie

tous les couples de mondes, n’est pas représentée intégralement

= = =
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> =
= = =
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Fl———

FIGURE 9.2 — Représentation des valeurs possibles aprés annonce attributant la couleur

bleue & la carte considérée

Mise & jour d’un modéle Un joueur met & jour les modéles de Kripke représentant
ses cartes selon les annonces dont elles font ’objet et selon I'observation des cartes des
autres joueurs. En effet, chaque annonce qui est faite & un joueur lui permet d’éliminer des
mondes : par exemple, dans le cas de la carte associée au modéle donné sur la figure 9.1,
si ’on annonce au joueur qu’elle est de couleur bleue, alors il élimine tous les mondes dans
lesquels celle-ci n’est pas bleue, laissant pour seuls mondes possibles ceux représentés sur
la troisiéme ligne. Notons qu’il peut également tirer des informations sur les cartes non-
désignées : s’il lui est indiqué qu’une carte est rouge, alors il est garanti que ses autres
cartes sont d'une autre couleur, permettant d’éliminer les mondes correspondants pour
celles-ci.

D’autre part, le contenu des mains des autres joueurs ainsi que les cartes écartées ou
déja jouées apportent des indices implicites sur 'état de la main du joueur : par exemple,
si deux cartes comportant un 2 bleu apparaissent dans les mains d’autres joueurs, il peut

éliminer les mondes représentant cette carte de son modeéle de Kripke.
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La figure 9.2 illustre par exemple le modéle de Kripke obtenu en combinant cette

information avec ’annonce précédente selon laquelle la carte est bleue.

Interprétation doxastique pondérée L’état doxastique des joueurs décrit ’ensemble
de leurs connaissances concernant leur main : ils peuvent ainsi exprimer des formules du
type « je crois que ma premiére carte est un deux rouge ». Dans le cadre pondéré, leurs
croyances sont plus riches et comparables : « je crois & un degré 0.4 que ma carte C1 est
un deux rouge et je crois & un degré 0.7 que ma carte C2 est un quatre bleu ».

Formellement, on peut considérer que chaque variable propositionnelle décrit une hy-
pothése quant & la valeur de chaque carte : par exemple, « C1 est un 1 rouge », « C'1 est
un 2 rouge », « C'2 est un 1 jaune », « C'3 est un 5 bleu », etc. Ainsi, la formule doxastique
« je crois & un degré 0.6 que ma premiére carte est un 1 rouge » est écrite Bg.6C}0uge.

Formellement, la formule B,C: modélise le fait que I’agent croit & un degré a que la
carte a le numéro ¢ et est de couleur c. Le calcul du degré de croyance a correspond au
rapport entre le nombre de mondes accessibles validant C? et le nombre total de mondes
accessibles. Comme le graphe est complet, cela correspond au nombre de mondes du modéle
validant C? sur le nombre de mondes possibles total.

De méme, le calcul du degré de croyance en la jouabilité d’une carte correspond au
nombre de mondes portant la valeur d’'une carte jouable sur le nombre total de mondes
possibles. Ainsi la formule Byjouable(C') représente I’assertion « je crois que ma carte C

est jouable a un degré « ».

9.3 Prise de décision en logique modale

Cette proposition, dans laquelle on a un modéle par carte, permet au joueur de maximi-
ser ses connaissances concernant sa propre main. Il peut alors jouer une carte si ses doutes
concernant sa valeur sont suffisamment faibles : nous établissons la tolérance des joueurs
vis-a-vis du risque en fixant une valeur de seuil en début de partie. Dans le cas contraire,
il a toujours la possibilité de donner un indice & un autre joueur ou d’écarter une carte.

Pour déterminer si une carte est jouable, la fonction de décision associée considére tous
les emplacements possibles parmi les cartes déja jouées : la valeur sommet de chaque suite
de couleur détermine la valeur numérique & poser. Par exemple, si pour la couleur rouge, il
yadéjaun 1, un 2 et un 3, alors le 4 rouge est une carte requise. Si une couleur n’apparait
pas encore, alors la carte requise est un 1 de cette couleur. Ainsi, la fonction de décision
détermine si une carte est jouable si elle correspond & une carte requise.

A tout moment, I’agent peut déterminer son degré de croyance en la jouabilité d’une

carte, modélisé¢ formellement par B,jouable(C). Il décide alors de jouer une carte si le



124 Chapitre 9. Application 4 un jeu coopératif

degré de croyance associé a sa jouabilité est supérieur au seuil de tolérance au risque fixé
en début de partie.

Ainsi, pour un risque de valeur z € [0.1], alors la carte maximisant « est jouée a condi-
tion que a > 1—z. Par exemple, pour un risque de 25%, la carte jouée doit obligatoirement
avoir plus de 75% de ses valeurs possibles qui sont jouables.

Si aucune carte jouable ne peut étre jouée sans dépasser le seuil de risque, alors le
joueur écarte une carte dont il sait qu’elle n’est plus nécessaire & la partie. Si ce n’est
pas possible, il donne un indice & un autre joueur, en privilégiant les indices donnant une
information sur un maximum de cartes. Si aucun jeton d’indice n’est disponible, le joueur

écarte une carte au hasard.

9.4 Expérimentation

Pour étudier 'influence de I'assouplissement du quantificateur des mondes devant com-
porter une carte jouable, nous avons simulé 1000 parties entre 2, 3, 4 et 5 joueurs épis-
témiques ayant tous le méme seuil de risque. Nous proposons d’étudier les conséquences
de T'utilisation d’une croyance pondérée dans la prise de décision sur deux éléments : le
score moyen par partie et le nombre d’erreurs commises, représentées par les jetons rouges
obtenus par les joueurs.

Les graphiques de la figure 9.3 représentent 1’évolution du score moyen, et son écart-
type, en fonction du seuil de risque des joueurs et utilisant les cartes multicolores.

Plusieurs observations sont a souligner : tout d’abord, la tendance de la courbe est
identique pour toutes les figures : d’une part, la valeur moyenne est maximisée autour de
0.6 bien que celle-ci ne varie pas de maniére particuliérement notable.

L’écart-type, resté quasiment constant, ne donne pas d’indication particuliére quant
a une amélioration significative du score dans le cas d’un risque modulé : il est méme
légérement plus élevé lorsque la moyenne est, elle aussi, en augmentation. Néanmoins, la
marge de manceuvre est limitée, car les scores possibles sont dans un ordre de grandeur
limité.

Ainsi, la faible variabilité des scores s’explique par le fait qu'une différence d'un point
correspond & une carte supplémentaire correctement posée, ce qui, dans le cadre d’un partie
a 2, 3 ou méme 4 joueurs, nécessite un effort collectif considérable. Dans le cas d’une partie
a 5 joueurs, la moyenne augmente de deux points, notamment car ’opportunité de poser
une carte augmente.

Enfin, les histogrammes de la figure 9.4 décrivent ’évolution du nombre de jetons rouges
en fonction du seuil de risque, pour chaque valeur comprise entre 0.0 et 1.0, en simulant

1000 parties.
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FIGURE 9.3 — Score moyen et son écart-type en fonction du seuil de risque, pour une partie
4 deux joueurs en haut & gauche, trois joueurs en haut a droite, quatre joueurs en bas a

gauche et cing joueurs en bas & droite

On peut observer deux tendances dans I’évolution des résultats : dans les cas & 2 et 3
joueurs, pour un seuil trop faible, toutes les parties finissent & deux jetons rouges tandis
que le nombre de parties & 1 ou 0 jeton augmente progressivement jusqu’au seuil maximal
ol les parties & 0 jeton sont majoritaires.

Dans les cas de parties a 4 et 5 joueurs, le résultat est identique pour un seuil trop faible
mais le nombre de parties & 2 jetons ne diminue pas drastiquement au fil de 'augmentation
du seuil. On constate cependant une amélioration du nombre d’erreurs pour les seuils les
plus élevés : le nombre cumulé de parties & 0 et 1 jetons devient tout de méme majoritaire.
Nous ajoutons que les parties & 0 jeton deviennent également moins fréquentes que les
parties & 1 jeton : ce phénomeéne est accentué pour les parties & 5 joueurs.

Bien que contre-intuitive, cette tendance peut s’expliquer par la stratégie de jeu des

joueurs : a seuil de risque trés faible, les joueurs ont tendance a favoriser le don d’indices
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FiGURE 9.4 — Nombre de jetons rouges pour 1000 parties : 0 en bleu, 1 en vert et 2 en

rouge ; de gauche a droite et de haut en bas : pour 2, 3, 4 et 5 joueurs.

mais risquent de se retrouver dans une impasse a devoir jouer au hasard par manque de

. - . ) . . .

jetons bleus. Cela s’inverse avec une prise en compte d’un plus grand risque : les joueurs

osent jouer un carte malgré un certain risque, et ainsi évitent de poser une carte au hasard.

On constate toutefois qu’a nombre de joueurs élevé (4 ou 5), le risque pris par tous les
7

joueurs réduit l'effet d’augmentation du seuil en augmentant les chances de poser une

mauvaise carte.

Cependant, il est nécessaire de vérifier cette hypothése par plus d’expérience : notam-
ment en faisant varier le seuil de risque au cours de la partie (élevé en début de partie mais
qui diminue ensuite, par exemple), ou encore en faisant varier le seuil des joueurs afin de

faire coopérer des joueurs averses au risque avec des joueurs qui en prennent plus.
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9.5 Bilan

Nous avons mis en ceuvre les travaux sémantiques pour les logiques modales pondérées,
dans le cadre du jeu Hanabi. Ce jeu est coopératif & information incompléte et fonctionne
sur la base d’annonces publiques.

Le logiciel implémenté propose, en plus d’une interface graphique, une intelligence arti-
ficielle capable de jouer de maniére performante & Hanabi. Ce logiciel est complet et permet
a 'utilisateur de jouer avec des joueurs artificiels convaincants. En effet, leur attitude vis-
a-vis du risque et leur modéle calculatoire pour déterminer les cartes & jouer sont efficaces
et crédibles. Les performances de l'intelligence artificielle sous-jacente permettent d’imiter
des parties entre joueurs humains en reproduisant les scores obtenus dans ces cas.

L’intelligence artificielle implémentée repose sur une représentation modale des confi-
gurations du jeu, permettant au joueur artificiel d’établir des degrés de croyance sur les
cartes de sa main. Sa stratégie de jeu tient compte de cette croyance graduelle sur la joua-
bilité des cartes. Enfin, ses prises de décision quant aux cartes & sélectionner pour les jouer
sont basées sur un calcul de proportion de mondes validant, ce qui permet une mise en
pratique des travaux sémantiques présentés en partie 1 de ce manuscrit.

Plusieurs pistes d’améliorations sont envisagées afin de permettre au logiciel d’évoluer
et de gagner en fonctionnalité et ergonomie.

Tout d’abord, en terme d’optimisation du score, certaines améliorations sont possibles.
En particulier, comme mentionné ci-dessus, nous envisageons de tester des méthodes heu-
ristiques, pour faire varier le seuil de risque tout au long de la partie. De cette fagon, le
joueur peut adapter sa stratégie selon 1’évolution de la partie.

Nous souhaitons également nous concentrer sur un autre aspect du jeu pour lequel le
modeéle épistémique peut étre amélioré : les connaissances de tous les joueurs pourraient
étre mutualisées afin d’augmenter leur connaissance générale sur ’état du jeu. En d’autres
termes, chaque joueur pourrait faire des hypothéses sur 'état épistémique de ses coéquipiers
et les utiliser afin de faire des déductions sur les valeurs de ses propres cartes. Un tel modéle
se base sur une extension doxastique de la logique épistémique multi-agents, qui permet
de représenter et utiliser des connaissances communes et partagées pour le raisonnement
des agents.

Il est ainsi possible de se pencher sur la notion de raisonnement méta-épistémique.
L’objectif d’une telle extension du joueur artificiel est de mettre en ceuvre ce type de
raisonnement et d’enrichir les capacités de ces joueurs a anticiper les coups de leurs co-
équipiers.

Dans la continuité de ces travaux, nous souhaitons également nous intéresser & d’autres

jeux du méme type mais avec des variantes, par exemple, en proposant la prise en compte
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d’annonces publiques mensongéres. C’est le cas d’un grand nombre de jeux non-coopératifs
basés sur le bluff. Pour mettre en ceuvre les travaux en logiques modales pondérées, nous
souhaitons nous placer dans le cadre de la gestion d’annonces mensongéres. 11 s’agirait de
déterminer si le formalisme modal pondéré se préte particuliérement & ce type de problé-

matiques.



Conclusion et perspectives

Cette conclusion présente les différentes contributions de cette thése ainsi que les pers-

pectives qu’elle ouvre.

Contributions

Si la question considérée initialement porte sur le raisonnement sur des croyances gra-
duelles, plusieurs problématiques émergent : en nous basant sur les logiques modales comme
formalisme logique pour les croyances, et en considérant les degrés de croyance comme ob-
jets & manipuler pour le raisonnement sur les croyances graduelles, deux thématiques se
dessinent.

D’une part, se pose la question des conséquences de la pondération sur le formalisme
modal, que nous avons étudiées en examinant ’extension de la logique modale classique
au cas pondéreé.

D’autre part, nous avons proposé un formalisme logique pour représenter et manipuler

des croyances graduelles, basé sur une interprétation floue de leurs degrés.

Logiques modales pondérées

FEn logiques modales pondérées, nous avons tout d’abord établi une étude comparative
et organisée des modéles existants. En regard de cette étude, nous avons proposé une
sémantique proportionnelle pour interpréter les formules modales, basée sur un comptage
relatif des mondes accessibles validants qui permet de lier la valeur des poids & la connexité
du monde considéré. Celle-ci posséde en particulier une propriété essentielle : la gradualité
décroissante, laquelle permet de déduire & partir d’une formule modale pondérée [y,
toute formule modale pondérée Lgp pour tout 3 inférieur a a.

FEn conséquence de cette sémantique et de sa propriété de gradualité décroissante, nous
avons discuté et établi ce qui est attendu, en terme d’objectif de maximisation et minimi-
sation des poids dans une implication. Ces attentes posent une base pour I’étude détaillée
des conséquences de cette sémantique sur les axiomes : il s’agit de substituer les modalités

classiques des axiomes modaux par des modalités pondérées et d’ébaucher une extension

129
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de la théorie de la correspondance. En effet, si chaque axiome est classiquement mis en
correspondance avec une propriété particuliére de la relation d’accessibilité des modéles,
il est indispensable de tenir compte de la sémantique proposée dans cette correspondance
car elle modifie nécessairement le lien entre axiome et modéle. Ces travaux nous ont per-
mis d’établir une typologie des axiomes pondérés selon I'enrichissement qu’ils permettent

vis-a-vis de leur version classique et de leur correspondance sémantique.

Représentation et manipulation ensembliste des croyances graduelles

Dans le systéme de raisonnement sur des croyances graduelle, que nous avons établi,
nous avons proposé un modéle théorique pour les représenter et les manipuler. Il repose sur
des travaux épistémologiques qui permettent de définir le concept de croyance graduelle et
d’en définir les principes attendus : nous avons proposé un modéle ensembliste flou comme
structure arithmétique pour les degrés de croyance.

De cette fagon, les croyances d’un agent sont définies comme les éléments de son en-
semble de croyance et dont le degré correspond au degré d’appartenance & cet ensemble. Le
degré est défini selon le formalisme de la théorie des sous-ensembles flous, qui fournit des
régles permettant de combiner les degrés. Nous avons étudié les conséquences et propriétés
sous-jacentes, qui découlent de cette interprétation floue des degrés, pour les opérateurs
logiques de conjonction et disjonction, ainsi que pour les axiomes doxastiques K, qui dis-
tribue 'implication sur la modalité, et d’introspection. Nous avons de plus détaillé 1’étude
de la négation des croyances graduelles.

L’ensemble des régles de manipulation proposées constitue un systéme d’axiomes adap-
tés a U'interprétation floue des degrés de croyance. A partir de celui-ci, nous pouvons ébau-

cher un modeéle pour le raisonnement en logique doxastique graduelle.

Mises en ceuvre

Deux applications ont été proposées, pour faire suite & ces travaux théoriques. D’une
part, nous avons proposé un outil de génération de modéles et vérification de formules
modales pondérées : le logiciel implémenté met en ceuvre la sémantique proportionnelle et
permet, aprés avoir généré et affiché un modéle, d’entrer une formule modale pondérée au
clavier pour en connaitre la véracité dans ce modéle.

D’autre part, nous avons mis en pratique la sémantique proportionnelle que nous avons
proposée dans le cadre d’un jeu de cartes coopératif & information incompléte et dont la
résolution est basée sur des annonces publiques. Le jeu est modélisé selon une sémantique
modale : la main des joueurs est représentée par des modéles de Kripke dont les mondes

comportent les valeurs d’une carte. Le joueur artificiel implémenté posséde un modéle de
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raisonnement basé sur un seuil de risque lorsqu’il s’agit de jouer une carte.

Ces deux applications constituent un premier résultat de mise en pratique des modéles
logiques proposés. Nous nous sommes basé en particulier sur la seconde pour proposer une
étude expérimentale des conséquences de la pondération des modalités sur un cas pratique

de raisonnement sur des croyances graduelles.

Perspectives

Outre les perspectives spécifiques mentionnées dans les conclusions de chapitre, les
contributions de cette thése ouvrent un ensemble de perspectives détaillées ci-dessous et
organisées en trois thématiques : la premiére porte sur une validation expérimentale de
nos propositions sémantiques, la seconde regroupe des perspectives logiques et la troisiéme

concerne I'exploitation de nos propositions pour une mise en ceuvre dans d’autres domaines.

Validation expérimentale

Dans le cadre de la thése, nous avons mis en ceuvre le modéle proposé pour raisonner
sur des croyances graduelles en 'appliquant au jeu Hanabi, afin de réaliser une étude
expérimentale de nos propositions sémantiques de logique doxastique pondérée. Ce jeu a la
particularité de conduire & un cadre de Kripke spécifique dans lequel le graphe des mondes
accessibles est complet.

Nous souhaitons réaliser d’autres expérimentations de la logique doxastique pondérée
que nous avons proposée et la mettre en ceuvre dans d’autres applications afin de considérer
des cadres de Kripke plus généraux : 'objectif est d’étendre, et de valider, les interprétations
de 'axiomatique et son pouvoir d’inférence, en le testant sur des données réelles.

Il pourra, par exemple, s’agir d’établir des modéles de Kripke a partir de la formalisation
logique d’assertions exprimées dans un corpus de documents ; de type articles de journaux.
Ainsi, un modéle peut représenter les différentes versions d’un méme sujet, reliés selon une
relation d’indistinguabilité. La validation du modéle sémantique va notamment nécessiter
d’interpréter les propriétés, ainsi qu’une lecture pratique des axiomes, en tenant compte

du contexte d’application.

Perspectives logiques

Correction et complétude Nous avons comparé de maniére informelle la définition
du systéme (KD45), issu de la sémantique proportionnelle et les expressions des axiomes
basés sur le formalisme flou : 'établissement d’une preuve montrant que tout ce qui est
valide dans la sémantique est prouvable dans le systéme de preuves établis & partir de la

représentation ensembliste, et réciproquement, est une étape indispensable pour proposer
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un systéme abouti pour raisonner sur des croyances graduelles et basé sur une logique
modale pondérée.

Comme dans la preuve classiquement construite pour la logique modale (Fagin et al.,
2004), nous devrons d’abord définir formellement la conséquence sémantique E ainsi que
les tautologies impliquant une validation sémantique pour les modéles. 1l nous faudra éga-
lement définir précisément I’ensemble des axiomes considérés pour la preuve, ainsi que les
régles d’inférence qui, associées aux axiomes, forment un systéme de preuve. La derniére

étape consistera & montrer I’équivalence entre les modéles et le systéme de preuve.

Etude de systémes modaux pondérés Dans ’étude typologique des axiomes pondérés
que nous avons réalisée, nous avons considéré les axiomes individuellement, indépendam-
ment les uns des autres. Une perspective vise & étudier leur prise en compte simultanée
et les conséquences qu’elle provoque sur les versions pondérées des systémes d’axiomes
modaux classiques, définis par des sous-ensembles d’axiomes : la correspondance classique
étant modifiée, les systémes modaux le sont également

On peut en particulier s’'intéresser a I’extension graduelle de systémes connus comme par
exemple KD45, S4 ou S5 : en tenant compte du fait que 'axiome pondéré (4), nécessite une
relation euclidienne ou que tout systéme modal pondéré contient d’office I’axiome (CD),,
comme nous 'avons montré dans le chapitre 3, une nouvelle problématique émerge, liée &

la composition de systémes modaux pondérés et & leurs particularités.

Méthode des tableaux Un autre perspective logique vise & proposer et implémenter
une extension pondérée des outils d’inférence modale, en particulier pour la méthode des
tableaux : la question est celle de la définition d’un algorithme de construction itérative de
structure de Kripke lors de la décomposition récursive des formules et de la réécriture des
modalités pondérées. Il s’agit de généraliser les approches proposées (voir Goré (2013) pour
une présentation détaillée) pour la gestion de contraintes sur les proportions de mondes
accessibles.

D’un point de vue pratique, une implémentation des régles tableaux qui seront définies,

dans des outils tels que LoTREC (Gasquet et al., 2005), est envisagée.

Exploitations, mises en ceuvre et généralisations

Jeux & annonces publiques mensongéres Dans la suite de l'implémentation pro-
posée pour le jeu Hanabi, nous souhaitons étendre exploitation du modéle sémantique
proposé pour résoudre des jeux a annonces publiques. En particulier, nous nous intéres-

sons au cas d’annonces mensongeres, pour lequel il faut gérer cette falsification de la vérité
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de la part des joueurs. Nous envisageons de baser une modélisation de ces annonces pu-
bliques mensongéres par un systéme modal pondéré : ainsi, chaque annonce peut pousser
un agent & moduler sa croyance en tenant compte des différentes définitions possibles du
mensonge (Capet, 2012). Cette utilisation de croyances graduelles est suffisamment souple
pour aboutir & un modéle pertinent. Enfin, cela pourrait nous permettre de faire le lien
entre les formalisations possibles du mensonge et de ses nuances (voir Capet (2012) et Sa-
kama et al. (2014) pour des approches philosophiques et modales du mensonge) et les

croyances graduelles.

Confiance et cotation d’information Nous souhaitons également nous intéresser au
cadre concret de ’évaluation de la qualité d’information : avec 1’émergence de multiples
sources d’information, notamment liée & ['évolution des supports de diffusion et la démo-
cratisation du web, il devient indispensable de traiter les informations afin d’en déterminer
la qualité intrinséque.

La cotation d’information (Capet & Revault d’Allonnes, 2014) est une tache de mesure
de la qualité d’'une information et, en particulier, la confiance qu’on peut lui accorder. Elle
est importante, car elle permet de valoriser une information objectivement meilleure, et
délicate en raison de la complexité du probléme soulevé. Cette derniére peut étre exprimée
comme la question de savoir & quel point on peut croire 'information. Ainsi, la croyance
peut étre prise en compte pour évaluer la qualité d’une information. La confiance peut
également étre considérée comme une notion combinant plusieurs couches de croyances
basiques (Falcone et al., 2002).

La gradualisation des croyances permettrait d’établir un modéle riche et expressif pour
valuer la qualité d’une information ou en estimer la confiance accordée. En utilisant les
travaux présentés dans ce manuscrit, il est possible d’inscrire le modéle pour les croyances

graduelles au cas de la cotation d’une information ou de I’évaluation de la confiance.
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Annexe A

Implémentation du jeu Hanabi

Cette annexe présente l'interface graphique développée pour le jeu Hanabi, par des
étudiants dans le cadre de leur projet de M1, dont le contexte et la composante théorique

sont présentés dans le chapitre 9.

Présentation du logiciel

Au lancement du logiciel, une fenétre d’accueil est ouverte, présentée en figure A.1.
L utilisateur peut lancer une partie, ce qui 'améne dans une nouvelle fenétre avec laquelle
il peut modifier les paramétres du jeu, voir figure A.2 : cela lui permet de choisir le nombre
de joueurs artificiels et de moduler leur niveau.

Apres avoir parameétrée, le joueur lance la partie : il se retrouve sur la fenétre de jeu
représentant les mains de ses coéquipiers autour d’une table, illustrée par la figure A.3. La
main du joueur est représentée en bas au centre, et montre le dos des cartes, les indices
donnés au joueur apparaissent au-dessus durant la partie. Au-dessous de sa main, le joueur
a trois boutons qui lui permettent de choisir un coup & jouer : donner un indice, jouer une
carte ou défausser une carte.

Dans le cas ot le joueur souhaite donner un indice, il doit d’abord choisir son coéquipier
auquel s’adresse l'indice, puis décider si celui-ci porte sur un chiffre ou sur une couleur, en
cliquant sur les cercles correspondants en bas a gauche.

En fin de partie, le score est affiché et I'on propose au joueur de recommencer une

partie.
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Bienvenue au jeu Hanabi

IAEI SORBOMNE

FiquRE A.1 — Fenétre d’accueil du logiciel Hanabi

Parameétres de jeu
Nombre de joueurs :

Seéléctionnez le nombre de joueurs =

Les joueurs :

1

r

Votre pseudonyme |Entrez un |

risque (0 = IA sans risque)

Choisissez I'l|A numéro 1 |Lisa (trés bon) |~
Choisissez I'l|A numéro 2 |Lisa (trés bon) |«

0 20 40 60 80 100
Choisissez I'l|A numéro 3 O
Choisissez I'|A numéro 4 O

0 20 40 60 80 100

Multicolor :

[]Jouer avec les cartes multicolor

| Lancer la partie |

FIGURE A.2 — Fenétre de paramétrage d’une partie
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Hanabi - + X

Défausse

A

) CD D CD

FIGURE A.3 — Fenétre de jeu
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Annexe B

Rappels de manipulation conjonctive
et disjonctive en logiques classique et

non classiques

Cette annexe rappelle briévement les régles de transformation des formules logiques
autour de la conjonction et de la disjonction, dans les différents systémes desquels se
rapproche le modéle que nous proposouns dans les chapitres 5 et 6 : elle donne d’abord dans
la section B.1 les principes généraux de ces manipulations puis décrit les cas de la logique
classique (section B.2), modale (section B.3), floue (section B.4) et possibiliste (B.5).

On peut noter que ces formalismes s’appliquent & différents types d’objet et différent
quant aux concepts qu’ils représentent. En effet, la logique classique manipule des for-
mules propositionnelles tandis que la logique modale les enrichit par des modalités. Les
logiques floue et possibiliste étant des extensions pondérées de la logique classique, elles
permettent de manipuler des coefficients numériques, respectivement interprétés comme

degrés de vérité et de possibilité.

B.1 Principes : factorisation et distribution

Nous considérons dans cette annexe les liens entre les formules ¢, ¥, 0 A et ¢ V.

11 faut alors distinguer deux types de manipulation : la factorisation, qui combine deux
formules ¢ et ¥ afin d’en produire une plus complexe, comprenant un opérateur additionnel.
La distribution, quant & elle, effectue une transformation contraire : elle décompose une
formule complexe contenant un de ces opérateurs en un couple de formules plus simples.
Il existe une réciprocité entre le processus de factorisation et celui de distribution.

On peut noter que la distribution est liée & une opération donnée par la méthode
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des tableaux (voir (Hahnle, 2001) pour une revue détaillée dans les principaux formalismes
logiques). Cet algorithme permet classiquement de calculer la valeur de vérité d’une formule

complexe, en la décomposant récursivement en formules atomiques.

B.2 Logique classique

En logique classique, la manipulation de formules contenant un opérateur de conjonc-
tion ou de disjonction est définie par deux régles : 'introduction et la suppression de 'opé-
rateur. Dans le systéme de déduction naturelle de Gentzen (Gentzen, 1934), par exemple,

ces régles pour la conjonction sont :

P (0 ©NY NP
—F AJ — AE1 —N\E2
e NP (0

La régle d’introduction du A, qui correspond & l'opération de factorisation, nommée
A1, établit que si les formules ¢ et 1 sont séparément démontrées, alors leur conjonction
peut étre dérivée. De maniére symétrique, si la conjonction entre ¢ et ¢ est démontrée,
alors chacun de ces termes peut étre séparément dérivé par les régles d’élimination App et
AE2, lesquelles portent une propriété de distribution.

Le cas des formules disjonctives est différent : les régles de manipulation sont :

el (]

Les régles d’introduction offrent deux régles de factorisation. Néanmoins, la régle d’éli-
mination ne fonctionne pas de maniére réciproque et se base plutoét sur une succession de
preuves par épuisement des hypothéses. Ainsi, aucune connaissance spécifique au sujet de

© et ¢ ne peut en étre dérivée, n’autorisant pas de distribution du V.

B.3 Logique modale

Les régles de manipulation de conjonction et disjonction en logique modale sont expri-
mées par les axiomes normaux (Chellas, 1980) : pour la conjonction, une équivalence existe

entre la factorisation et la distribution :
(O AOy) < O(p A Y)

La disjonction ne peut qu’étre factorisée dans ce systéme normal :
(B vOy) = O(p V)

Ainsi, la différence entre les deux opérateurs, déja soulignée en logique classique, est éga-

lement observée dans le cas de la manipulation de modalités.
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B.4 Logique floue

La logique floue (Zadeh, 1965) formalise la manipulation de degrés de vérité, nous
utilisons ici la notation (¢, a) pour représenter le fait que ¢ est vraie au degré a.

Les combinaisons de formules consistent & agréger des degrés de vérité, utilisant des
opérateurs spécifiques, appelés t-normes et t-conormes (Klement et al., 2013). Une t-norme
est une fonction T :[0,1] x [0,1] — [0, 1] associative, commutative, croissante en ses deux
arguments et qui a pour éléments neutre et absorbant les valeurs 1 et 0 respectivement.
De maniére similaire, une t-conorme est une fonction L :[0,1] x [0,1] — [0,1] qui est
associative, commutative, croissante en ses deux arguments et qui a pour éléments neutre
et absorbant les valeur 0 et 1 respectivement. Une t-norme et une t-conorme sont duales si
T(1—z,1—y)=1— L(z,y). Par exemple, les fonctions maximum et minimum, nommées
respectivement t-norme et t-conorme de Zadeh, forment un couple dual.

Les régles de manipulation pour les formules conjonctives et disjonctives établissent
que :

(L, ) A (W, B) = (e AN, T(e, B))

(P, )V (, 8) = (¢ V1, L, B))
Ces régles formalisent la factorisation des formules et de leur degré associé, permettant de
combiner des formules afin de constituer des formules plus complexes.

De plus, par compatibilité avec la factorisation, il est possible d’imposer des contraintes
sur le processus inverse de décomposition. L’algorithme des tableaux étendu a la logique
floue propose une telle régle, par exemple établi dans le cas de la logique de description
floue (Straccia, 2001) : si un ensemble de formules S, dont la véracité doit étre vérifiée,
contient (¢ A1, 7y), alors deux coefficients «, 5 € [0, 1] tels que T (a, 8) = «y sont introduits,
ainsi que les formules (p, ) et (1, §) qui sont ajoutées a S.

De la méme facon, si S contient (¢ V1), y), alors les mémes formules simples sont ajou-
tées, mais avec la contrainte L («, ) = 7. Le processus de vérification consiste alors a
déterminer si les contraintes numériques introduites peuvent toutes étre satisfaites simul-
tanément.

Ces propriétés donnent a la logique floue des propriétés spécifiques & la manipulation
des degrés : contrairement aux logiques classique et modale, il n’y a pas de différence
essentielle entre factorisation et distribution, ni entre conjonction et disjonction. En effet,
la distribution est définie comme établissant ’existence de valeurs pour les degrés qui
garantissent que, si la factorisation s’applique, alors on retrouve les valeurs initiales. La
conjonction et la disjonction utilisent un processus identique, la seule différence résidant

dans la fonction d’agrégation considérée, qui est soit une t-norme, soit une t-conorme.
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B.5 Logique possibiliste

Le formalisme de la logique possibiliste (Zadeh, 1978; Dubois et al., 1994b) est utilisé
pour représenter et manipuler des degrés de possibilité ou nécessité associées aux formules
logiques : pour une formule valuée que l'on écrit (¢, a), le coefficient numérique «, clas-
siquement considéré comme le degré de nécessité de ¢ et noté N(yp), indique que ¢ est
certaine a un degré au moins égal & a. La manipulation de degrés de nécessité est alors

exprimée par les régles :

N(pAy) =min(N(p), N(¢))  N(pV¢) > max(N(p), N(¢))

A nouveau, il faut noter que la régle du cas conjonctif est plus informative que celle
du cas disjonctif, elle est définie comme une égalité alors que la disjonction conduit & une

inégalité.



